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Introduction

Le pr�esent "ouvrage" (quel grand mot) n'a pas pour but en soi de r�esumer l'int�egralit�e (ou même une
partie) de la L1 en math�ematiques. Il n'a pour but que de pr�esenter au lecteur curieux de terminale
scienti�que des notions importantes que l'on d�ecouvre en premi�ere ann�ee post-bac.

Ces quelques pages sont donc en particulier destin�ees :
� aux futurs �el�eves de licence math�ematiques ;
� aux futurs �el�eves de classe pr�eparatoire aux grandes �ecoles (CPGE) scienti�ques (MPSI, PCSI,

PTSI, BL, BCPST...).
Cela dit, elles pourront �egalement int�eresser des �el�eves des premi�eres ann�ees cit�ees pr�ec�edemment, ainsi

que des coll�egues de math�ematiques souhaitant refaire pour le plaisir quelques math�ematiques post-bac.
J'ai globalement bas�e mon propos sur l'actuel programme de MPSI.Cependant, ayant �et�e sollicit�e par

certains anciens �el�eves de terminale ayant int�egr�e des CPGE BL et des licences �economiques, j'ai souvent
approch�e certains chapitres de mani�ere plus super�cielle que ceque l'on pourrait trouver en MPSI.

Encore une fois, le but de l'ouvrage n'est certainement pas de faire un cours de MPSI.
Juste de donner un vague aper�cu lointain de ce qui peut être faitapr�es.
Concernant les di��erents chapitres, la plupart ont �et�e mis entre les mains d'�el�eves de TS volontaires (lors

de s�eances d'approfondissement) (sauf polynômes, �equations di��erentielles et espace vectoriel de dimension
�nie). Faute de temps, ils ont �et�e abord�es de mani�ere sommaire et il m'est di�cile de faire un retour
pertinent. Cependant, globalement, en dehors des exercices, ces feuilles ont �et�e abord�ees correctement.

Concernant la structure des chapitres, j'ai volontairement mis l'ensemble des d�emonstrations r�ealisables
en exercices. Pourquoi ? Simplement parce qu'en post-bac, il est essentiel de savoir faire ces d�emonstrations,
qui contienne en elle l'essence même des math�ematiques. C'est donc un excellent entrâ�nement que de les
chercher !

En�n, il serait malhonnête de ma part de pr�etendre qu'il s'agit d'une cr�eation personnelle. Beaucoup
d'exemples et d'exercices ont �et�e repris �a partir de mes proprescours de MPSI (voire de TS !), qui eux-même
ont sans nul doute �et�e inspir�es de nombreux ouvrages.

�El�eve/�etudiant qui consulte ces chapitres, n'h�esite pas �a mecontacter sur l'adresse mail ci-dessus pour
avoir des �eclaircissements, pour m'indiquer quelles ont �et�e tes di�cult�es. Cela me permettra de r�eadapter
les exercices.

Au professeur qui jetterait un regard distrait sur cet ensemble,je vous remercie par avance de me signaler
si vous reprenez certaines parties pour les donner �a vos �el�eves. Du temps et de la sueur furent n�ecessaires
�a sa conception et j'appr�ecierai de savoir quel usage il en est fait. :-)

A tous, lectrices, lecteurs, je vous remercie par avance de m'indiquer (et de m'excuser pour) les innom-
brables coquilles (la relecture �etant pour l'instant assez partielle) sans nul doute pr�esentes.

Sur ce, bonne lecture !

Math�ematiquement vôtre,
Olivier Vanwalleghem1

Mise �a jour 0.8904 en juillet 2018 : correction de nombreuses coquilles ; am�elioration de la mise en page
en faisant ressortir les exercices (en maths, ce sont les exercices les plus importants puisqu'ils permettent
de comprendre) ; ajouts de quelques exercices et modi�cations d'autres.

Mise �a jour 0.8928 en avril 2020 : en cliquant sur un titre dans le sommaire, on acc�ede �a la page
correspondante. Corrections de quelques exercices.

Mise �a jour 0.892804 en avril 2020 : correction int�egrale des exercices jusqu'au chapitre 6 inclus (sauf
5.16) ; ajout de nombreuses pr�ecisions dans les chapitres 5�a 8 ; ajout de la partie 3.7.2 sur l'injectivit�e et
la surjectivit�e ; ajout de ma date d'anniversaire en EasterEgg (c'est de saison, apr�es tout).

Mise �a jour 1.0 en mai 2020 : correction des exercices des chapitres 7 et 8.
Ajout version 1.1, mai 2020 : chapitre "Initiation au d�enombrement" (en position de chapitre 4), avec

les corrig�es des exercices. Correction quelques coquilles dans les corrig�es.
1. Enseignant de math�ematiques au lyc�ee Catherine et Raym ond Janot de Sens (89) (depuis 09/2014). Cr�eation du pr�ese nt ouvrage en 2017,

apr�es deux ans d'enseignement en terminales S (et autres cl asses, bien sûr !), classes ô combien stimulantes et sympathiques !
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Chapitre 1

Quelques �el�ements de logique

1.1 Un exemple c�el�ebre pour commencer

Exercice 1.1
Si quelqu'un vous dit la phrase suivante, dit-il la v�erit�e ?

"Je mens !"
1

Remarque 1:1
Il s'agit d'un paradoxe c�el�ebre, appel�e paradoxe du menteur. Un autre paradoxe c�el�ebre est celui du

barbier dans son village. Le lecteur int�eress�e pourra notammentchercher le nom de Bertrand Russel,
�eminent math�ematicien du d�ebut du 20 �eme si�ecle.

1.2 Implication & Co

D�e�nition 1:2
Une proposition d�esigne une phrase qui est soit vraie, soit fausse. On les notera (P) ou (Q).
Exercice 1.2
(P) : "ABCD est un carr�e" ; ( Q) "ABCD est un parall�elogramme."

1. L'implication (P) ) (Q) est-elle vraie ?

2. Si oui, la r�eciproque (P) ( (Q) est-elle vraie ?
2

Remarque 1:3
Une r�eciproque peut toujours être �enonc�ee, mais elle n'est pas toujours vraie !
Exercice 1.3
Pour chacun des �enonc�es suivants, donnez l'�enonc�e r�eciproque et dites si cet �enonc�e est vrai ou faux.

1. Si un triangle ABC est inscrit dans un cercle de diam�etre [BC], alorsce triangle est rectangle en
A.

2. Si un triangle a une m�ediane qui est aussi hauteur, alors ce triangle est isoc�ele.

3. Si un quadrilat�ere est un rectangle, alors ses diagonales ont m^eme longueur.

D�e�nition 1:4
Quand l'implication et la r�eciproque sont vraies toutes les deux, on parle d'�equivalence . On note cela :

(P) , (Q). Cela se lit "(P) est �equivalent �a ( Q)" ou "( P) si et seulement si (Q)".

Exemple1:5
ABC est un triangle rectangle en A, ABC est un triangle inscrit dans un cercle de diam�etre [BC].
Exercice 1.4

Soit z 2 C. Montrer que z2 < 0 si et seulement siz est un imaginaire pur.

1. Les �eventuels corrig�es sont en �n d'ouvrage (voir somma ire).
2. (P ) ) (Q) se lit "( P ) implique ( Q)". �A titre d'information, les notations sont synth�etis�ees e n �n d'ouvrage.

6



1.3. QUANTIFICATEURS 7

1.3 Quanti�cateurs

Exercice 1.5 Pour commencer...
Que peut-on dire des deux �egalit�es suivantes :

§
(x + 1) 2 = x2 + 2x + 1
(x + 1) 2 = x2 + 1 ?

Notations 1:6
8 : quanti�cateur universel (se lit "Pour tout").
9 : quanti�cateur existentiel (se lit "Il existe").

Exercice 1.6 �A Relier
Reliez chaque phrase 1, 2 et 3 �a sa signi�cation A, B et C.

(1) g est la fonction d�e�nie pour tout
x 2 R par g(x) = 3 x2 + 1:

(A) Existe-t-il des nombresx pour lesquelsg(x)
et 3x2 + 1 sont �egaux ?

(2) Est-ce que l'�equationg(x) = 3 x2+1
admet des solutions ?

(B) Pour tout nombre x, l'image dex par la fonc-
tion g est 3x2 + 1.

(3) R�esolvez l'�equation g(x) = x. (C) D�eterminez l'ensemble des nombres tels que
g(x) et x soient �egaux.

Exercice 1.7 "Il existe" ou "Pour tout" ?
On consid�ere deux points distinctsA et B . Compl�eter quand cela est possible les phrases suivantes
avec un quanti�cateur, c'est �a dire soit avec "Il existe" soit avec"Pour tout".

1. .......... point M :
��!
AM +

��!
MB =

�!
AB .

2. .......... point M : AM + MB = AB .

3. .......... point M :
��!
AM =

��!
MB .

4. .......... point M : AM + MB > AB .

5. .......... point M : AM = MB .

6. .......... point M :
��!
AM +

��!
MB =

�!
0 .

1.4 Ou et/ou et

Exercice 1.8 Vrai ou faux ?
Compl�eter le tableau suivant en indiquant si cela est vrai ou si celaest faux.

x x2 > 1 x < 0 x2 > 1 et x < 0 x2 > 1 ou x < 0
� 5p

3
� 0; 8

5
6

Remarque 1:7

Ce genre de table, appel�ee table bool�eenne (du nom de math�ematicien Boole), est un classique pour les
�el�eves connaissant les sciences de l'ing�enieur.



8 CHAPITRE 1. QUELQUES �EL �EMENTS DE LOGIQUE

1.5 N�egation

Exercice 1.9 Vu en 2 nde

1. On tire une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes.�Enoncez en fran�cais les �ev�enements
contraires des �ev�enements :
A : "Obtenir un tr�ee" ; B : "Obtenir un roi ou une dame".

2. On tire une main de 5 cartes au hasard dans un jeu de 32 cartes.�Enoncez en fran�cais les
�ev�enements contraires des �ev�enements (en utilisant des quanti�cateurs !) :
C : "Obtenir au moins un as" ; D : " Toutes les cartes tir�ees sont descoeurs".

1.6 Trois raisonnements sp�eci�ques : absurde, contrapos� ee et inclusion d'en-
semble

D�emonstration par l'absurde

Exercice 1.10 D�emonstration par l'absurde

Principe : On veut montrer que(P) implique (Q). On suppose alors que(non Q) est vraie et l'on
aboutit �a une contradiction (�a un r�esultat absurde). Donc (P) implique (non Q) est faux. Donc(P)
implique (Q) est vrai.
En e�et, il est important de comprendre qu'en math�ematiques, si un r�esultat est faux, c'est que son
contraire est vrai. Tout le principe du raisonnement par l'absurde repose l�a-dessus.

Soit (P) la proposition : n2 est pair. Soit (Q) la proposition : n est pair.
On rappelle qu'un nombre pair est un nombre pouvant s'�ecrire sousla forme 2k, o�u k est un entier.

1. Montrer par l'absurde que : (P) ) (Q).

2. La r�eciproque est-elle vraie ?

Exercice 1.11 L'absurde prend de l'espace

Montrer �a l'aide d'un raisonnement par l'absurde le r�esultat suivant :

Si P et P' sont deux plans parall�eles, alors tout plan Q coupant P coupe aussi P'.
De plus, leurs droites d'intersection(d) = P \ Q et (d0) = P \ Q0 sont parall�eles.

On pourra utiliser sans justi�er les r�esultats suivants :
� Deux droites parall�eles �a une même troisi�eme sont parall�eles entre elles.
� Deux plans parall�eles �a un même troisi�eme sont parall�eles entre eux.

Exercice 1.12 Une autre d�emonstration par l'absurde

On veut montrer que
p

2 est irrationnel, c'est �a dire qu'on ne peut pas trouver deux entiers p et q tels
que

p
2 =

p
q

et tels que la fraction
p
q

soit irr�eductible.

D�emontrer ce r�esultat �a l'aide d'un raisonnement par l'absurde. 3

3. Pour vous aider, des astuces sont parfois indiqu�ees. Nulle obligation des les suivre bien sûr ! Ici, quelle hypoth�ese faut-il faire sur le nombrep
2 ? Que se passe-t-il alors si on l'�el�eve au carr�e ? Que peut- on dire alors du nombre p ? Du nombre q? Du coup, de la fraction ?
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Exercice 1.13 D'apr�es M�etropole juin 2017 (s�erie S)

On appelle "triangle rectangle presque isoc�ele", en abr�eg�e TRPI, un triangle rectangle dont les côt�es
de l'angle droit ont pour longueursx et x + 1, et dont l 'hypot�enuse a pour longueury, o�u x et y sont
des entiers naturels.
Ainsi, un TRPI est un triangle rectangle dont les longueurs des côt�es de l'angle droit sont deux
nombres entiers cons�ecutifs et dont la longueur de l'hypot�enuseest un nombre entier.

x + 1

x
y

Si le triangle de côt�esx, x + 1 et
y, o�u y est la longueur de l'hy-
pot�enuse, est un TRPI, on dira
que le couple (x ; y) d�e�nit un
TRPI.

1. D�emontrer que le couple d'entiers naturels (x ; y) d�e�nit un TRPI si, et seulement si, on a :
y2 = 2x2 + 2x + 1.

2. Montrer que le TRPI ayant les plus petits côt�es non nuls est d�e�ni par le couple (3 ; 5).

3.(a) Soit n un entier naturel. Montrer que sin2 est impair alorsn est impair.

(b) Montrer que dans un couple d'entiers (x ; y) d�e�nissant un TRPI, le nombre y est
n�ecessairement impair.

4. Montrer que si le couple d'entiers naturels (x ; y) d�e�nit un TRPI, alors x et y sont premiers
entre eux.

4

D�emonstration par contrapos�ee

Exercice 1.14 Un autre type de raisonnement, le raisonnement par contrapo s�ee

Si AB = 3, BC = 4 et AC = 6, peut-on dire que le triangleABC est rectangle ?
Remarque :
Montrer que (P ) Q) revient �a montrer que (non Q ) non P) : c'est le principe de la d�emonstration
par contrapos�ee. En gros, comme disait Jean de La Fontaine :"si ce n'est toi, c'est donc ton fr�ere !".

Exercice 1.15 La contrapos�ee, ce n'est pas absurde !

Soit (P) la proposition : n2 est pair. Soit (Q) la proposition : n est pair.
Montrer �a l'aide d'un raisonnement par contrapos�ee que (P ) Q).

D�emontrer une inclusion d'ensembles
Soit A; B deux ensembles (de nombre, de fonctions...). Pour montrer queA est inclus dansB (ce qui se

note :A � B), il faut montrer que tous les �el�ements deA appartiennent �a B (ce qui se note :8a 2 A; a 2 B).
La r�edaction sera toujours la même :
1. "Soit a 2 A. Montrons quea 2 B."

2. Calcul/raisonnement ing�enieux.

3. "Mais �ca alors ! a 2 B".

4. "Ceci valant quelque soita 2 A, on en d�eduit que A � B ."
�A noter que si l'on parvient �a montrer queA � B et queB � A, alorsA = B (on proc�ede souvent ainsi

pour montrer une �egalit�e d'ensemble).

Exercice 1.16 Une premi�ere mise en oeuvre

1. Soit A = f n 2 N : n2 est pairg et soit B l'ensemble des entiers pairs.
Montrer que A � B .

2. Soit C = f f : R ! R; x 7! x2n ; n 2 N g. Montrer que C est inclus dans l'ensemble des fonctions
paires deR de R.

5

4. Pour les non sp�ecialistes, sachez que le th�eor�eme de Be zout ( "deux entiers naturels u et v sont premiers entre eux , il existe deux entiers
relatifs a et b tels que au + bv = 1 " ) est tr�es pratique �a cet instant.

5. On rappelle que f : R ! R est paire si et seulement si : 8x 2 R ; f (� x) = f (x)



Chapitre 2

Quelques structures alg�ebriques usuelles

2.1 Un exemple d'introduction

Compl�eter la table multiplicative suivante :

� � 1 1
� 1
1

On constate que l'on retombe toujours sur les mêmes valeurs que celle de d�epart. Ainsi, l'ensemble
(� 1; 1), muni de la multiplication (i.e. la seule op�eration autoris�ee est lamultiplication), est un groupe .

�A l'inverse, le même ensemble muni de l'addition n'en est pas un. En e�et, compl�eter la table de somme
suivante :

+ � 1 1
� 1
1

Que constate-t-on ?

2.2 Groupe et sous-groupe

2.2.1 Notion de groupe

D�e�nition 2:1
Soit G un ensemble.
On munit cet ensemble d'une op�eration? (loi interne de G) de G � G dans G, qui attribue �a chaque

couple (x; y) de G un unique �el�ement de G, not�e x ? y, de telle sorte que les 4 propri�et�es suivantes soient
v�eri��ees :

1. si x; y sont des �el�ements deG, alors x ? y est un �el�ement de G ;

2. Associativit�e de ? : pour tous x; y; z de G, (x ? y) ? z = x ? (y ? z) ;

3. �El�ement neutre e : il existe e 2 G tel que pour tout x de G, e ? x = x ? e = x.

4. �El�ement sym�etrique : pour tout x de G, il existe x0 2 G tel que : x ? x0 = x0? x = e.

On dit alors que (G; ?) est un groupe.

Exemple2:2
(� 1; 1) muni de� , c'est �a dire (( � 1; 1); � ), est un groupe. En e�et :

1. la propri�et�e 1) est v�eri��ee �a l'aide du tableau de l'introductio n.

2. (� 1 � 1) � 1 = � 1 � 1 = � 1 = � 1 � (1 � 1). L'associativit�e est v�eri��ee sur cet exemple et se v�eri�e
sans di�cult�e dans les autres cas (car la multiplication de nombres r�eels est associative).

3. � 1 � 1 = 1 � (� 1) = � 1 et 1� 1 = 1 � 1 = 1: 1 est donc l'�el�ement neutre de ce groupe.

4. � 1 � (� 1) = 1 : le sym�etrique de � 1 est donc� 1. De même, le sym�etrique de 1 est 1.

10
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Remarques 2:3
� La troisi�eme propri�et�e implique qu'un groupe n'est jamais vide.
� Si pour tout �el�ement x et y de G, x?y = y ?x, alors le groupe est ditcommutatif (ou ab�elien ,

du nom d'Abel).

Exercice 2.1 Premi�eres d�eterminations de groupe

1. Montrer que l'ensemble des entiers relatifsZ muni de l'addition est un groupe commutatif, dont
l'�el�ement neutre est 0.

2. Montrer que l'ensemble (� 1; 1;� i ; i ) muni de la multiplication est un groupe commutatif. On
pourra s'aider d'une table analogue �a celles de l'introduction.

3. Montrer que l'ensemble des entiers naturelsN muni de l'addition n'est pas un groupe.

4. L'ensemble (0; 1) muni de la multiplication est-il un groupe ?

5. L'ensemble des fonctions d�erivables surR muni de l'addition est-il un groupe ?

6. Pour les sp�e maths uniquement, apr�es avoir vu la notion d'inverse de matrice. Justi�er que
l'ensemble des matrices carr�es inversibles de dimension 2 �a coe�cients r�eels, muni de la multi-
plication, forme un groupe non commutatif.

1

Remarques 2:4
Certains groupes sont donc in�nis, d'autres �nis ; certains sont ab�eliens, d'autres non.
Par ailleurs, Q, R, C muni de l'addition sont des groupes (�el�ement neutre : 0). De même, Q n f 0g (not�e

Q?), R ?, C? muni de la multiplication sont aussi des groupes (�el�ement neutre: 1).

Exercice 2.2 Premi�eres propri�et�es

Soit (G; ?) un groupe. Montrer que :

1. l'�el�ement neutre e est unique.

2. le sym�etrique de tout �el�ement de G est unique. On notera d�esormaisx � 1 le sym�etrique de x.

3. N 8(x; y) 2 G2; (x ? y)� 1 = y� 1 ? x� 1.
2

2.2.2 Notion de sous-groupe

D�e�nition 2:5
Soit (G; ?) un groupe. SoitH une partie deG.
H est un sous-groupe de G lorsqueH muni de la loi induite ? restreinte surH est un groupe.

Exemple2:6

PosonsG = f� 1; 1;� i ; ig et H = f� 1; 1g.
Alors (G; � ) est un groupe (voir partie pr�ec�edente), H � G et (H; � ) est un groupe (voir premi�ere

partie - remarquons que l'op�eration est la même, �a savoir la multiplication : c'est cela la loi induite?).
Donc : H est un sous-groupe deG.

Exercice 2.3 Premi�eres propri�et�es

1. Notonse l'�el�ement neutre G et e0 celui deH . En remarquant de (e0� 1 ? e0) ? e0 = e0� 1 ? e0 et en
simpli�ant des deux côt�es de l'�egalit�e, montrer que e = e0.

2. Montrer que les �el�ements sym�etriques deh 2 H sont �egaux dans (G; ?) et (H; ?).

1. Astuce pour la question 3 : il su�t de montrer que l'une des 4 propri�et�es n'est pas v�eri��ee.
2. Astuce : pour d�emontrer l'unicit�e, supposer qu'il en ex iste deux. N indique une question plus relev�ee.
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Exercice 2.4 Caract�erisation des sous-groupes, th�eor�eme tr�es impo rtant

Le but de l'exercice est de d�emontrer la propri�et�e suivante :
Soit (G; ?) un groupe etH une partie deG. Alors :
(1) H est un sous-groupe deG si et seulement si
(2) H est non vide et pour touta; b de H , a ? b2 H et a� 1 2 H si et seulement si
(3) H est non vide et pour toutx; y de H , x ? y� 1 2 H .
En r�esum�e, il s'agit de montrer que (1) , (2) , (3).
Pour cela, nous allons montrer que : (1)) (2) ) (3) ) (1).

1. Expliquer pourquoi montrer que "(1), (2) , (3)" revient �a montrer que "(1) ) (2) ) (3) )
(1)".

2. Expliquer bri�evement pourquoi : (1) ) (2).

3. Montrer que : (2) ) (3).

4. En revenant �a la d�e�nition d'un groupe, montrer que : (3) ) (1) (Astuce : commencer par
montrer quee 2 H ).

Remarque 2:7
Ainsi, pour montrer que H est un sous-groupe deG (et donc un groupe �a part enti�ere), il su�t de

v�eri�er la propri�et�e 3 ci-dessus et non les 4 crit�eres d�e�niss ant un groupe de la partie pr�ec�edente. C'est de
loin beaucoup plus rapide !

Exercice 2.5 Quelques sous-groupes

1. Soit (G; ?) un groupe d'�el�ement neutre e. En utilisant la troisi�eme caract�erisation des sous-
groupes, montrer queH = f eg est un sous-groupe deG.
En fait, c'est même le plus petit sous-groupe que peut avoirG.

2. Montrer que R ? est un sous groupe de (C?; � ).

3. Soit a 2 Z. On note aZ l'ensemble des entiers multiples dea, c'est �a dire l'ensemble desx 2 Z
s'�ecrivant x = ak, o�u k 2 Z.
Montrer que aZ est un sous-groupe de (Z; +).

2.3 Notion d'anneau et de corps

D�e�nition 2:8
Soit (A; + ; � ) un ensemble muni de deux lois internes + et� . (A; + ; � ) est un anneau si :
1. (A; +) est un groupe ab�elien ;

2. � est associative ;

3. il existe un �el�ement neutre pour � (appel�e unit�e de A) ;

4. � est distributive par rapport �a +, i.e. pour tout ( x; y; z) 2 A3, x � (y + z) = ( x � y) + ( x � z) et
(x + y) � z = x � y + x � z.

Si de plus� est commutative, alorsA est commutatif.

Notations usuelles 2:9
� 0A est l'�el�ement neutre pour +, � a le sym�etrique de a pour + ;
� 1A est l'�el�ement neutre pour � , a� 1 le sym�etrique de a pour � ;
� pour n 2 N ? et a 2 A, n:a = a + ::: + a et an = a � ::: � a.

Exercice 2.6 Calcul dans un anneau

Montrer que pour tout (a; b; c) 2 A3 :

1. a � 0A = 0A � a = 0A ;

2. a � (� b) = ( � a) � b= � (a � b) puis quea � (b� c) = a � b� a � c:

3. si A est commutatif, alors8n 2 N ; (a � b)n = an � bn .
3

3. Astuce pour la question 1 : a � 0A = a � (0A + 0 A ):::.
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Exercice 2.7 Groupe des inversibles d'un anneau

Soit (A; + ; � ) un anneau.a 2 A est dit inversible s'il admet un sym�etriquea� 1 pour la loi � . Montrer
que l'ensemble des inversibles deA muni de la loi � est un groupe.

Exercice 2.8 Quelques anneaux

1. Montrer que (Z; + ; � ) est un anneau commutatif.

2. (Pour les sp�e maths). Montrer que l'ensemble des matrices carr�es de dimension 2, munide la
somme et du produit des matrices, est un anneau non commutatif.

D�e�nition 2:10
Soit (K; + ; � ) un anneau (commutatif) tel que tout �el�ement di��erent de 0 K soit inversible. Alors

(K; + ; � ) est un corps (commutatif ).

Exercice 2.9 Exemple de corps

1. Montrer que (Q; + ; � ) est un corps(il en serait de même pourR et C).

2. (Z; + ; � ) est-il un corps ?

2.4 Exercices

Exercice 2.10
Soit (G; ?) un groupe. On appelle centre deG l'ensemble
Z = f a 2 G : 8x 2 G; a ? x = x ? ag (i.e. l'ensemble des �el�ements deG commutant avec tous les
autres). Montrer queZ est un sous-groupe commutatif deG.

Exercice 2.11
Soit U = f z 2 C : jzj = 1g. Montrer que (U; � ) est un groupe.

Exercice 2.12

Soit (G; ?) un groupe tel que pour toutx de G, x2 = 1 ( rappel : x2 = x ? x).
Montrer que G est ab�elien. 4

Exercice 2.13 N
Soit G =] � 1; 1[, muni de la loi? d�e�ni par :

8x 2 G; 8y 2 G; x ? y =
x + y
1 + xy

. Montrer que (G; ?) est un groupe.

Exercice 2.14
Soient A et B deux sous-groupes de (G; :). Montrer que :

1. A \ B est un sous-groupe deG ;

2. N A [ B est un sous-groupe deG si et seulement si (B � A ou A � B).

Exercice 2.15

Soit B =
¦

x + y
p

3; (x; y) 2 Z2
©

. Montrer que B est un anneau pour l'addition et la multiplication
d�ej�a existante sur R.

Exercice 2.16
Soit (A; + ; � ) un anneau commutatif,a 2 A, b 2 A.

1. Montrer que pour tout entier naturel n non nul :
an � bn = ( a � b) � (an� 1 + an� 2 � b+ an� 3 � b2 + : : : + a � bn� 2 + bn� 1).

2. En d�eduire que s'il existen 2 N tel que an = 0, alors 1� a et 1 + a sont inversibles.

4. Astuce : pourquoi x � 1 = x ici ? Puis montrer que pour tout ( x; y ) 2 G2 , (x ? y ) � 1 = y ? x.
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Exercice 2.17 N

Soit (A; + ; :) un anneau tel qu'il existe (a; b) 2 A2 tels que :
a:b+ b:a= 1A et a2:b+ b2:a = a.

1. Montrer que a2:b= b:a2 = a:b:a.

2. En consid�erant (1� ba)2, d�eduire que a est inversible, d'inverse 2b.
5

5. Rappel : le N signale un exercice plus di�cile. Vous n'aurez donc pas de co up de pouce ici !



Chapitre 3

Suites usuelles

voir les exos de bcpst1

3.1 Rappel sur les suites arithm�etiques et g�eom�etriques

3.2 Suites arithm�etico-g�eom�etriques

3.3 Suites v�eri�ant une relation du type un+2 = aun+1 + bun

15



Chapitre 4

Quelques fonctions usuelles, telles
qu'enseign�ees en post-bac

4.1 Un exemple d'introduction pour le vocabulaire de base

Exercice 4.1

Soit f la fonction continue et d�erivable surR, d�e�nie pour tout r�eel x par f (x) = x2 + 1.
On rappelle que l'on note cela :f : R ! R; x 7! x2 + 1.

1.(a) Montrer que pour tout r�eel x, f (x) 2 [1; +1 [.

Point info
Toutes les images par la fonctionf appartiennent donc �a [1; +1 [.
On note : Im (f ) � [1; +1 [.

(b) D�emontrer que tout r�eel y 2 [1; +1 [ admet au moins un ant�ec�edentx 2 R par f .

Point info
Ainsi, [1; +1 [� Im(f). Donc : [1; +1 [= Im(f) (les ensembles sont �egaux par double
inclusion, voir chapitre 1).
Quand, comme pourf , tout nombre appartenant �a [1; +1 [ admet au moins un ant�ec�edent,
la fonction est dite surjective sur [1; +1 [.

(c) f est-elle surjective sur [0; +1 [ ?

2. Montrer que f est strictement croissante sur l'intervalle [0; +1 [.

Point info
Ainsi, si x 6= x0 alors f (x) 6= f (x0). On dit que f est injective sur [0; +1 [.

3. Soit F : [0; +1 [! [1; +1 [; x 7! f (x). Sur cet intervalle, on rappelle que la fonctionF est �a la
fois injective et surjective. On dit alors queF est une fonctionbijective .

Point info
Pour montrer qu'une fonction num�erique r�eelle estbijective (ou qu'elle r�ealise une bi-
jection), il su�t de montrer qu'elle est continue et strictement monotone sur l'intervalle
consid�er�e.
Ainsi, comme F est continue et strictement croissante sur [0; +1 [, on dit alors queF
r�ealise unebijection de [0; +1 [ (ensemble de d�epart, correspondant aux abscisses) dans
[1; +1 [ (ensemble d'arriv�ee, correspondant aux ordonn�ees).

(a) Soit g la fonction d�e�nie pour tout r�eel y 2 [1; +1 [ par g(y) =
p

y � 1. V�eri�er que pour tout
r�eel x 2 [0; +1 [, g(F (x)) = x.

(b) V�eri�er de même que pour tout r�eel y 2 [1; +1 [ que l'on a �egalementF (g(y)) = y.

16
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Point info
Soit I un intervalle de R, f : I ! R .
Si f est continue et strictement monotone, alorsf : I ! J = f (I ) est unebijection .
On appelle fonction r�eciproque de f l'unique fonction g : J ! I v�eri�ant pour tout
r�eel x de I : g(f (x)) = x et pour tout r�eel y de J : f (g(y)) = y.
On note g = f � 1 . En particulier f � 1 est �egalement continue et strictement monotone.
Dans l'exemple pr�ec�edent, g est la fonction r�eciproque deF .

4.2 P'tits th�eor�emes, et apr�es, c'est parti !

D�e�nitions 4:1
Soit f d�e�nie sur un intervalle I de R.

� On appelled�eriv�ee de f en c 2 I la limite 1, si elle existe, de
f (c+ h) � f (c)

h
quand h tend

vers 0 tel quec + h 2 I . On la note f 0(c).
� Une fonction est dited�erivable sur un intervalle I si pour tout c 2 I , f 0(c) existe.
� Une fonction est ditecontinue 2 sur un intervalle I si pour tout c 2 I , lim

h! 0;c+ h2 I
f (c+ h) = f (c).

Th�eor�emes de d�erivation (admis) 4:2 3

� Une fonction d�erivable sur un intervalle est continue sur un intervalle.
� Soit I un intervalle de R. On suppose quef : I 7! R est d�erivable, strictement monotone.

Alors : f � 1 est d�erivable enb , f 0(f � 1(b)) 6= 0.

On a alors :f � 10(b) =
1

f 0(f � 1(b))
.

Rappel : le symbole, est le symbole d'�equivalence. Il peut se lire "si et seulement si".

Remarque 4:3
Les fonctions continues ne sont pas n�ecessairement d�erivables(par exemple, la fonction valeur absolue

n'est pas d�erivable en 0 �a cause de la "pointe").
Il faudra cependant leXIX �eme si�ecle et la math�ematicien allemand Weierstrass pour trouver des

exemples de fonctions partout continues et nulle part d�erivables.

4.3 La fonction Logarithme N�ep�erien

D�e�nition 4:4 4

On appelle logarithme n�ep�erien , et on note ln , l'unique fonction d�e�nie et d�erivable sur ]0; + 1 [,

telle que pour tout r�eel x strictement positif, ln0(x) =
1
x

et v�eri�ant ln(1) = 0.

On admet que cela implique que ln0(u(x)) = u0(x)=u(x).

Exercice 4.2 Relation alg�ebrique

Le but de cet exercice est de d�emontrer la propri�et�e alg�ebrique fondamentale v�eri��ee par la fonction
ln : " pour tout r�eel a et b strictement positifs, ln(ab) = ln( a) + ln( b)."

1. Soit a un r�eel strictement positif. Soit u la fonction d�e�nie sur ]0; + 1 [ par
u(x) = ln( ax) � (ln(a) + ln( x)): Montrer que u est constante.

2. En calculant u(1), conclure.
5

1. Hors programme en TS mais voici quand même la d�e�nition : une fonction f : I 7! J a pour limite � 2 J si, pour tout � > 0, il existe un
� > 0 tel que pour tout x 2 A : " jx � aj < � ) j f (x) � � < � j"

2. Voici une autre d�e�nition, s�equentielle celle-ci, pos sible de la continuit�e d'une fonction en un point : Soit f une fonction d�e�nie sur un intervalle
I et a un �el�ement de I . f est dite continue en a si pour tout suite ( an ) d'�el�ements de I telle que lim n ! + 1 an = a, on a lim n ! + 1 f (an ) = f (a).

3. On ne rappellera pas ici les formules de d�erivation usuel les, ni le th�eor�eme des valeurs interm�ediaires, que vous connaissez d�ej�a parfaitement !
4. Attention, dans cet ouvrage, j'ai choisi, comme cela se fa it en post-bac, d'introduire la fonction logarithme n�ep�e rien (ln) avant la fonction

exponentielle (exp). On ne pourra donc pas utiliser les prop ri�et�es de exp pour d�emontrer celles du ln !
5. Astuce : une fonction d�erivable est constante si sa d�eri v�ee est nulle.
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Exercice 4.3 Corollaires
En d�eduire les propri�et�es suivantes, poura et b deux r�eels strictement positifs :

1. ln(1=a) = � ln(a).

2. ln(a=b) = ln( a) � ln(b):

3. Pour tout entier naturel n, ln(an ) = n ln(a).

4. N Pour tout entier relatif m, ln(am ) = m ln(a).

Remarque : lesN indiquent des questions plus di�ciles. 6

Exercice 4.4 Histoire de limites et bijection

1. Montrer que la fonction ln est strictement croissante surR.

2. On admet qu'une fonction strictement croissante sur un intervalle a soit une limite �nie soit tend
vers +1 .

(a) En raisonnant par l'absurde et �a l'aide du troisi�eme corollaire, d�emontrer que
lim

x! + 1
ln(x) = + 1 :

(b) En d�eduire que lim
x! 0+

ln(x) = �1 :

3. D�emontrer que la fonction logarithme n�ep�erien r�ealise une bijection de ]0; +1 [ dansR.

4.4 La fonction exponentielle

D�e�nition 4:5
On appellefonction exponentielle , et on note exp, la fonction r�eciproque de la fonction logarithme

n�ep�erien.

Remarque 4:6
Ainsi, pour tout r�eel x, ln(exp(x)) = x et pour tout r�eel y > 0, exp(ln(y)) = y:

Exercice 4.5 Premi�eres propri�et�es

1. Justi�er bri�evement que la fonction exponentielle r�ealise une bijection de R dans [0; +1 [. En
d�eduire le signe de cette fonction.

2. D�emontrer, �a l'aide du th�eor�eme du II), que pour tout r�ee l x, exp0(x) = exp( x).

3. En d�eduire le tableau de variations complet de la fonction exponentielle.

Exercice 4.6 Relation alg�ebrique

En utilisant la remarque pr�ec�edente et les relations alg�ebriques de la fonction logarithme n�ep�erien,
d�emontrer les propri�et�es suivantes, valables pour tout r�eel a et b :

1. exp(0) = 1 ;

2. exp(a + b) = exp( a) exp(b) [Astuce : calculerln(exp(a) exp(b))] ;

3. exp(� a) = 1 =exp(a) ;

4. exp(a � b) = exp( a)=exp(b) ;

5. pour tout entier relatif m, exp(ma) = exp( a)m .

Notation 4:7
La fonction exponentielle v�eri�e donc les mêmes propri�et�es que les puissances. En posant e = exp(1),

on a alors : exp(x) = exp( x1) = exp(1)x = ex .

6. Astuce : pour la question 1), calculer ln(1 =a) + ln( a).
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4.5 Fonctions puissances

Exercice 4.7 Introduction
Justi�er que pour tout entier naturel n et pour tout r�eel x > 0, exp(n ln(x)) = xn .

D�e�nition 4:8

Soit a 2 R. On appellefonction puissance l'application allant de ]0; +1 [ dansR et qui �a tout r�eel x
strictement positif associexa = ea ln( x) .

Exemple4:9

ˆ x1=2 = e1=2 ln( x) = eln(
p

x) =
p

x: Et oui, fondamentalement, la notationx1=2 vient de l�a !
ˆ Allez, une puissance plus funky :� � = e� ln( � ) � 36; 46. Remarquons par ailleurs que� 3 � 31 et

� 4 � 97; 41 donc� 3 < � � < � 4.

Exercice 4.8 Repr�esentations graphiques

Repr�esenter les di��erents fonctions puissances, aveca < 0, a = 0, 0 < a < 1, a = 1, a > 1 (choisissez
une valeur dea dans chacun des cas propos�es et tracez les courbes dans un même graphique).

Exercice 4.9 Propri�et�es

Pour tous r�eels a et b et pour tous r�eels x et y strictement positifs, montrer, en utilisant la d�e�nition
pr�ec�edente, que :

1. x0 = 1 ; 2. (xy)a = xaya ; 3. xaxb = xa+ b ; 4. (xa)b = xab.

Attention ! Ces propri�et�es nous semblent naturelles et donc non n�ecessaires �a d�emontrer MAIS vous
les connaissez quanda et b sont entiers. Ici, ils sont r�eels, donc peuvent être non entiers (et donc il
faut d�emontrer les propri�et�es). C'est une g�en�eralisa tion de la d�e�nition de puissance que vous avez
appris au coll�ege.

Exercice 4.10 D�erivation
En admettant que la d�eriv�ee de eu est u0eu, d�emontrer que pour tout r�eel a, la d�eriv�ee de x 7! xa est
x 7! axa� 1.

Exercice 4.11 Limites de r�ef�erence N

1. Le but de cette question est de montrer que lim
x! + 1

ln(x)
x

= 0:

(a) Soit g :]0; +1 [! R ; x 7! ln(x) � 2
p

x. D�eterminer ses variations et en d�eduire son signe.

(b) En d�eduire que pour x > 1, 06
ln(x)

x
6

2
p

x
:

(c) Conclure.

2. Pour a et b deux r�eels strictement positifs, d�emontrer que :

(a) lim
x! + 1

ln(x)b

xa
= 0

•
Astuce : essayer de faire apparâ�tre

ln(xc)
xc

o�u c = a=b
‹

;

(b) lim
x! 0+

j ln(x)bjxa = 0 ;

(c) lim
x! + 1

xa

ex
= 0 ( Astuce : revenir �a la d�e�nition de xa) puis que lim

x!�1
jxjaex = 0.
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4.6 Fonctions hyperboliques

4.6.1 Deux mots sur les fonctions sinus et cosinus

On ne va pas �etudier ces deux fonctions ici7. On rappelle juste quelques propri�et�es, pour faire le lien
avec les fonctions hyperboliques qui suivent.

Propri�et�es 4:10
� cosinus est une fonction paire (8x 2 R, cos(� x) = cos(x)). Sinus est une fonction impaire

(8x 2 R, sin(� x) = � sin(x)).
� Pour toute fonctionu d�e�nie de R dansR, x 7! cos(u(x)) est d�erivable, de d�eriv�ee x 7! � u0(x) sin(u(x)).
� Pour toute fonctionu d�e�nie de R dansR, x 7! sin(u(x)) est d�erivable, de d�eriv�ee x 7! u0(x) cos(u(x)).

Exercice 4.12 Introduction aux fonctions hyperboliques

Soit � 2 R. On rappelle queei� = cos(� ) + i sin(� ).

Montrer que cos(� ) =
ei� + e� i�

2
et sin(� ) =

ei� � e� i�

2i 8

D�e�nitions 4:11 9

On d�e�nit, pour tout r�eel x :

� le cosinus hyperbolique par ch(x) =
ex + e� x

2
;

� le sinus hyperbolique par sh(x) =
ex � e� x

2
;

� la tangente hyperbolique par th(x) =
sh(x)
ch(x)

.

Exercice 4.13 Propri�et�es diverses

1. Montrer que la fonction cosinus hyperbolique :

(a) est paire (c'est �a dire que pour tout r�eel x, ch(� x) = ch( x)) ;

(b) est d�erivable, de d�eriv�ee la fonction sh ;

(c) est toujours sup�erieure ou �egale �a 1 .

2. Montrer que la fonction sinus hyperbolique :

(a) est impaire (c'est �a dire que pour tout r�eel x, sh(� x) = � sh(x)) ;

(b) est d�erivable, de d�eriv�ee la fonction ch.

3. Montrer que la fonction tangente hyperbolique :

(a) est impaire ;

(b) est d�erivable, de d�eriv�ee la fonction 1 � th2 =
1

ch2 ;

(c) est toujours inf�erieure ou �egale �a 1 en valeur absolue.

4. Repr�esenter dans un même graphique les trois fonctions hyperboliques.

5. Montrer en�n que pour tout r�eel t, ch2(t) � sh2(t) = 1 et que ch(t) + sh( t) = et .
10

4.7 Exercices

4.7.1 Sur les fonctions de r�ef�erence

Exercice 4.14 Un exercice que l'on aurait pu vous poser cette ann�ee

R�esoudre le syst�eme suivant :
§

x + y = 10
ln(x) + ln( y) = 3 ln(2)

7. Voir le cours de TS pour les d�e�nitions de ces fonctions.
8. Attention, r�ealisable uniquement apr�es avoir vu la for me exponentielle des complexes.
9. ...qui sont donc un prolongement des d�e�nitions complex es de cosinus et sinus vues dans l'exercice pr�ec�edent !

10. Remarque : ch (respectivement sh) a donc des similitudes avec cos (resp. sin) : parit�e ; d�eriv�ee ressemblantes ( cos0(u) = � u0sin (u) et
sin 0(u) = u0cos(u))...
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Exercice 4.15

R�esoudre l'�equation 32x � 2x+1 =2 = 2 x+7 =2 � 32x� 1: 11

Exercice 4.16

R�esoudre l'�equation suivante :
� p

x
� x

= x
p

x : 12

Exercice 4.17

R�esoudre sur ]0; +1 [ : 2x > x2.

Exercice 4.18

On admet que lim
t ! 0

sin(t)
t

= 1.

D�eterminer la limite suivante : lim
x! 0+

sin(x ln(x))
x

.

Exercice 4.19 N

R�esoudre le syst�eme suivant :
§

x = ch(2y)
3 ln(x) = 2 ln(ch( y))

On pourra montrer au pr�ealable que ch(2y) = 2 ch2(y) � 1.x = 1 et y = 0. 13

Exercice 4.20 Relations fonctionnelles et fonctions hyperboliques

1. Montrer que lim
t ! 0

sh(t)
t

= 1.

2. Montrer que pour tout r�eel t, sh(2t) = 2sh(t)ch(t).

3. Montrer que pour tout r�eel a et b, ch(a)ch(b) + sh( a)sh(b) = ch( a + b).

4. Exprimer ch(p) + ch( q) �a l'aide d'un produit de "ch". ( Astuce : poserp = a + b et q = a � b)

4.7.2 Sur les notions d'injectivit�e, de surjectivit�e et d e composition de fonctions N.

Explications 4:12
Cette partie est un peu particuli�ere. On rentre dans une partie plus di�cile, plus abstraite, qui n�ecessite

une d�e�nition claire et pr�ecise de l'injectivit�e, la surjectivit�e et la bijectivit�e.
Sachez que ces exercices sont tous des exercices que j'ai pos�esau retour des vacances de la Toussaint

2019 en colles14 de pr�epa BCPST (bio) (donc pas la plus di�cile d'un point de vue math�ematique). Cela
vous donnera un aper�cu de ce qui est attendu en pr�epa mais n'est donc �a chercher qu'en cas de passion
r�eelle pour les maths.

J'ai choisi d'ajouter cette partie, non initialement pr�evue, car cela fait partie des premi�eres notions qui
ont �et�e abord�ees dans cette BCPST cette ann�ee-l�a, et sans doute la premi�ere notion v�eritablement de type
post-bac.

Rappelons en�n que l'exemple d'introduction de ce chapitre aborde lesnotions d'injectivit�e et de sur-
jectivit�e. L'exemple permet d'�eclairer !

D�e�nitions 4 :13
ˆ Soit E et F deux ensembles (de nombres par exemple). On dit quef est uneapplication de E dans

F si �a tout �el�ement x de E est associ�e un �el�ement y de F . On note celaf : E ! F; x 7! y.
ˆ f est dite injective si chaque �el�ement x de E est envoy�e sur un �el�ement di��erent de F . En langage

fonction, les �el�ements deF admettent au plus un ant�ec�edent par f .
ˆ f est dite surjective si tout �el�ement de l'espace d'arriv�ee F admet au moins un ant�ec�edent parf ,

c'est �a dire si pour tout y 2 F , il existe x 2 E tel que f (x) = y.

11. Vous devez trouver x = 3 =2. On rappelle �a toute �n utile que x1=2 =
p

x.
12. Vous devez trouver x = 4.
13. Rappel : quand on ne sait pas r�esoudre exactement une �eq uation avec que des puissances dex (par exemple), un th�eor�eme de TS peut nous

aider �a justi�er l'existence, voire même l'unicit�e. En� n, je dis �ca, je dis rien !
14. Ou khôlles. Ce sont les interrogations hebdomadaires q u'ont les �el�eves de pr�epa. 2 heures par semaine, dont les m ati�eres varient suivant les

�li�eres.
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ˆ F est dite bijective si elle est �a la fois injective et surjective. En langage fonction, les �el�ements deF
admettent toux exactement un ant�ec�edent par f .

Exemple 4:14

On consid�ere la fonction carr�e f : E ! F; x 7! x2.
ˆ f est injective si E = [0; + 1 [ mais ne l'est pas siE = R. En e�et, si E = R, alors 3 a plusieurs

ant�ec�edents par f (�
p

3 et
p

3).
ˆ f est surjective siF = [0; + 1 [ mais pas siF = R. En e�et, quel que soit y < 0, il n'existe aucun

x 2 E tel que f (x) = y.
ˆ f est donc bijective siE = [0; + 1 [ et si F = [0; + 1 [, autrement dit si on consid�ere la fonction

f : [0; +1 [! [0; +1 [; x 7! x2. On remarquera que cela correspond �a l'intervalle sur lequel la fonction
est strictement croissante.

ˆ �A noter que f est aussi bijective siE =] � 1 ; 0] et si F = [0; + 1 [, c'est �a dire sur l'intervalle sur
lequel la fonction est strictement d�ecroissante.

Remarques 4:15
ˆ On utilise tr�es souvent la caract�erisation suivante de l'injectivit�e d'une fonction (que l'on admettra) :

� f : E ! F est injective , " f (x1) = f (x2) ) x1 = x2" � . �A utiliser abondamment dans les
exercices suivants.

ˆ Pour la surjectivit�e, il su�t de d�emontrer que tout �el�ement d e l'espace d'arriv�ee admet bien au moins
un ant�ec�edent.

ˆ Ne pas perdre de vue qu'une fonction r�eelle injective surE est une fonction strictement monotone
sur E.

D�e�nition 4:16 : : composition de fonctions g � f
Soit E, F et G trois ensembles.
Soit f : E ! F et g : F ! G.
Alors 15 : g � f : E ! G; x 7! g(f (x)).

Exemple 4:17
Soit f : R 7! R + ; x 7! exp(x) et g : R + 7! R; x 7! ln(x + 1).
Alors : g � f : R ! R; x 7! ln(exp(x) + 1).

Exercice 4.21 Pour s'�echau�er
Donner l'expression, l'ensemble de d�epart et l'ensemble d'arriv�ee dela fonction g � f , o�u f : [3; 7] !
R+ ; x 7! 2x2 + 4 et g : R+ ! R; x 7! 2

p
x.

Exercice 4.22 Exemple de question de cours en pr�epa

Soit E, F et G trois ensembles,f une application deE dansF et g une application deF dansG.
Montrer les trois propri�et�es suivantes :

1. f et g injectives ) g � f injective,

2. f et g surjectives) g � f surjective,

3. f et g bijectives ) g � f bijective.

Exercice 4.23 En lien avec la question de cours pr�ec�edente

1. Montrer que sig � f est injective alorsf est injective.

2. Donner un contre-exemple pour la r�eciproque de la deuxi�eme propri�et�e de l'exercice pr�ec�edent.

Exercice 4.24

D�emontrer que la fonction f : R ! ]0; +1 [; x 7!
ex + 2

e� x
est bijective puis d�eterminer sa fonction

r�eciproque.

15. Faire le lien avec Chasles ! On va de E dans F puis de F dans G donc de E dans G.
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Exercice 4.25
Soit E, F et G trois ensembles,f une application deE dansF et g une application deF dansG.
Montrer les deux propri�et�es suivantes :

1. g � f injective et f surjective ) g injective,

2. g � f surjective et g injective ) f surjective.

Exercice 4.26
Soit E un ensemble etp : E ! E v�eri�ant p � p = p.
Montrer que p est injective , p est surjective, 8 x 2 E; p(x) = x.

Exercice 4.27
Soit E et F deux ensembles. Soitf : E ! F .
Soient les propositions

ˆ P1 : � Pour tout sous-ensembleA et B de E, f (A \ B) = ? ) f (A) \ f (B ) = ? �

ˆ P2 : � f est injective � .

1. �Ecrire avec des quanti�cateurs les n�egations deP1 et de P2.

2. Montrer que P1 et P2 sont �equivalents.



Chapitre 5

Initiation au d�enombrement

D'apr�es le Petit Larousse illustr�e de 2005 :
ˆ D�enombrement : n.m. Action de d�enombrer, de compter [...].
ˆ D�enombrer : v.t Faire le compte des unit�es composant un ensemble[...].

Bref, le d�enombrement est l'art de compter correctement les �el�ements d'un ensemble... Et nous allons
voir que ce n'est pas si simple que cela !

Avertissement 5:1
Ce chapitre est construit de mani�ere un peu particuli�ere. J'ai mis au d�ebut de chaque section un exemple

pour que vous compreniez le propos avant de rentrer dans la th�eorie et le vocabulaire compliqu�e. De même,
j'ai mis les exemples pour les formules avant ces derni�eres, a�n que vous puissiez vous rendre compte que
ces formules ne sont pas si compliqu�ees et font surtout appel �avotre bon sens.

Je vous invite n�eanmoins �a tester les formules au fur et �a mesureavec l'exemple pr�ec�edent la formule :
cela permettra de v�eri�er que vous avez juste et que vous savezrentrer une formule dans la calculatrice
(capacit�e loin d'̂etre �evidente !).

5.1 Cardinal et listes

Exemple 5:2
Vous lancez un d�e t�etra�edrique dont les faces sont num�erot�ees de 1 �a 4.
On note E l'ensemble des issues de l'exp�erience.
Le cardinal de E est le nombre d'�el�ements deE, c'est �a dire 4.
Une 2-liste de E est une liste compos�ee de 2 �el�ements deE, par exemple (2 ; 1) ou (3; 3).
Attention, l'ordre des �el�ements est important : la liste (2; 1) n'est pas la même que laliste (1; 2).

D�e�nition 5:3
On consid�ere un ensemble �niE.
Le cardinal de E est le nombre d'�el�ements appartenant �a E. On le note card(E).

Remarque 5:4
�A pr�esent et jusqu'�a la �n du chapitre, on consid�erera un ensemble �ni E de cardinaln 2 N ?.

D�e�nition 5:5
Soit p un entier naturel inf�erieur ou �egal �a n.
Une p� liste d'�el�ements de E est une liste ordonn�ee constitu�ees dep �el�ements de E.

Remarque 5:6
Ces �el�ements peuvent être distincts ou non.

Exercice 5.1
On lance un d�e cubique num�erot�e de 1 �a 6. On noteE l'ensemble des issues de l'exp�erience.

1. Donnezcard(E).

2. Donnez une 3� liste de E.

3. D�enombrer, c'est-�a-dire d�eterminer le nombre, de 3� listes deE.
1

1. On pourra pour la question 3 s'aider d'un arbre. De mani�er e g�en�erale, utiliser un arbre est plutôt une bonne id�ee s i l'on est perdu !

24
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Proposition 5:7
Le nombre dep� listes deE est np.

Exercice 5.2 D�emonstration
D�emontrer la proposition pr�ec�edente.

M�ethode 5:8 : Principe multiplicatif
Si une situation comporte p �etapes o�rant respectivementn1, n2, ... np possibilit�es alors le nombre total

d'issues est :n1 � n2 � : : : np.
Par exemple, si, pour une voiture, vous devez choisir entre 5 couleurs, 3 types de moteur et 2 type de

climatisation, vous aurez en tout 5� 3 � 2 = 30 combinaisons.
C'est le principe fondamental en d�enombrement !

5.2 Arrangements

On rappelle que jusqu'�a la �n de ce chapitre, on consid�ere un ensemble �ni E de cardinaln 2 N ?.

Exemple 5:9
5 boules num�erot�ees de 1 �a 5, indiscernables au toucher, sont dans une urne opaque. Vous piochezsans

remise trois fois une boule dans l'urne.
Vous avez 5 possibilit�es pour la premi�ere boule. En revanche, comme vous n'avez pas remis la premi�ere

boule dans l'urne, vous n'avez plus que 4 possibilit�es pour la 2nde. De même, vous n'avez plus que 3
possibilit�es pour la derni�ere.

5 choix au tour 1

1

2

3

4

5

4 choix au tour 2

...

...

1

2

4

5

3 choix au tour 3

...

...

1

2

5

Il y a 5 � 4 � 3 = 60 combinaisons de r�esultats possibles.
Chaque combinaison, constitu�e d'�el�ements 2 �a 2 distincts, est une 3-liste sans r�ep�etition, dite aussi

3-arrangement, de l'ensemble des issues possibles.
Le nombre de 3� listes sans r�ep�etition d'�el�ements que l'on peut obtenir avec cet ensemble �a 5 �el�ements

se noteA3
5.

D�e�nition 5:10
Soit p un entier naturel non nul inf�erieur ou �egal �a n.
Une p� liste sans r�ep�etition d'�el�ements de E est unep� liste d'�el�ements de E tous distincts.
On note Ap

n le cardinal de cet ensemble.

Remarque 5:11
En langage moderne,Ap

n est le nombre de suites dep objets distincts pris parmin.

Exercice 5.3
Lors d'une �epique comp�etition hippique, 8 chevaux, portant les num�eros de 1 �a 8, concourent. Johanne
choisit un Tierc�e gagnant au hasard, c'est-�a-dire une combinaison de 3 chevaux arrivant respectivement
premier, deuxi�eme et troisi�eme.
Johanne, joueuse, choisit le tierc�e 4� 2 � 1. Elle se demande n�eanmoins de combien de mani�eres
di��erentes elle aurait pu remplir cette grille.
R�epondez �a sa question. 2

2. Posez-vous la question : "Combien de choix sont possibles pour le premier cheval ? Une fois que j'en ai choisi un, combie n de choix pour le
deuxi�eme ? Puis pour le troisi�eme ?". Un arbre peut aider �a raisonner �egalement.
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Proposition 5:12
Dans le cadre des notations de la d�e�nition pr�ec�edente,

Ap
n = n � (n � 1) � : : : � (n � p + 1) =

p� 1Y

k=0

(n � k)

Remarque 5:13
Remarquons que la notation avec le symbole produit permet de tout de suite identi�er le fait que le

produit est constitu�e de p facteurs, commen�cant �an et diminuant de 1 �a chaque fois.

Exemple 5:14
Dans le cadre du premier exemple de cette partie, on avaitA3

5 = 60.
Or : 5 � (5 � 1) � (5 � 2) = 60. C�a semble marcher !

Exercice 5.4 D�emonstration
D�emontrer la formule pr�ec�edente.

Remarque 5:15
J'attends d'ici la complainte d'�el�eves d�esabus�es : "Hey, mais s'il existe une formule, pourquoi ne pas la

voir avant les exercices, diantre ? Cela nous a�ranchirait du dessin d'arbres ma foi fort peu �evidents"3.
Je veux que vous compreniez les formules avant de les appliquer comme des automates, voil�a pourquoi !

Tout ce que nous voyons dans ce chapitre peut être retrouv�e avec du bon sens (en�n, au d�ebut). Il ne faut
surtout pas le perdre de vue si vous êtes perdus ! Faites des dessins.

5.3 Permutations

Exemple 5:16
L�ea, joueuse �egalement aux courses hippiques, d�ecide de tenter "l'octo-plus", c'est-�a-dire une combinaison

d'arriv�ee des 8 chevaux.
Une telle combinaison, reprenant l'int�egralit�e des �el�ements deE exactement une fois, est appel�eeper-

mutation 4

L�ea avait le choix entre 8� 7 � 6 � 5 � 4 � 3 � 2 � 1 = 40320 possibilit�es.
...
Hey mais attendez ! Ce ne serait pas 8!, par hasard5 ?

D�e�nition 5 :17

Une permutation de E est unen� liste sans r�ep�etition de E.
Dit autrement, c'est une liste constitu�ee de tous les �el�ements de E, chacun apparaissant une unique fois.
Somme toute, une permutation est un arrangement de taillen. Et voil�a !

Exemple 5:18
Soit E = f A; B; C g.
Les permutations deE sont (A; B; C ); (A; C; B ); (B; A; C ); (B; C; A); (C; A; B ); (C; B; A).
Bref, ce sont les trois lettres constituantE, dont on a permut�e 6 les places.

Exercice 5.5
Dans le jeu des 7 familles, chaque famille est constitu�ee de 6 cartes.

1. De combien de mani�eres peut-on ordonner une famille de 6 cartes ?

2. De combien de mani�eres peut-on ordonner les 42 cartes du jeu?

3. Oui, l'�el�eve du 21 �eme si�ecle s'exprime ainsi, pourquoi ?
4. Signi�ant : toutes les combinaisons ont les mêmes �el�em ents mais ils ne sont pas forc�ement �a la même place.
5. Voir chapitre 1 pour la notation factorielle. On rappelle que cela se lit "8 factorielle"... Comme je suis sympa, voir l a proposition suivante en

cas de doute.
6. Et oui, �ca vient de l�a !
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Proposition 5 :19

Le nombre de permutations d'un ensemble �an �el�ements est n! = n � (n � 1) � : : : � 2 � 1.

Exercice 5.6 D�emonstration
D�emontrer la proposition pr�ec�edente.

Remarque 5:20
On retient que les arrangements et les permutations sont associ�es au tirage sans remise ou au nombre

de possibilit�es de classement (dans une course par exemple).�A adapter suivant le contexte bien sûr !

5.4 Combinaisons et coe�cient binomial

Exemple 5:21
Reprenons notre jeu des 7 familles. Vous prenez 3 cartes parmi une des familles, celle-ci �etant constitu�ee

des 6 cartes suivantes : L'�el�eve Fille, L'�el�eve Gar�con, La Prof Fille, Le Prof Gar�con, La CPE Fille, Le CPE
Gar�con.

Que vous tiriez "�El�eve Fille - Prof Fille - Prof Gar�con" ou " �El�eve Fille - Prof Gar�con - Prof Fille",
�nalement, votre main sera exactement la même.

Vous venez de tirerun ensemble non ordonn�e de 3 cartes : l'ordre dans lequel vous les avez tir�ees
n'importe pas !

On parle alors de 3-combinaison .

D�e�nition 5:22
Une p-combinaison d'�el�ements de E est une partie deE �a p �el�ements non ordonn�es.

Exercice 5.7 N
On reprend le contexte de l'exemple pr�ec�edent. On prend une desfamilles (constitu�ee donc de 6
cartes). On m�elange cette famille et on pioche 3 cartes.
Montrer que le nombre de mains constitu�ees de trois cartes di��erentes que l'on peut r�ealiser est 20.

Proposition 5:23

Le nombre dep combinaisons d'un ensemble �an �el�ements est
n!

p!(n � p)!
, ce que l'on note

•
n
p

‹
:

Remarque 5:24

Autre mani�ere de le dire,
•

n
k

‹
est le nombre de parties �ak �el�ements d'un ensemble �a n �el�ements.

Remarques 5:25
ˆ Et oui, on retrouve l'expression du coe�cient binomial ! Rappelons ene�et que dans un sch�ema de

Bernoulli,
•

n
p

‹
repr�esente le nombre de chemins �ap succ�es parmi les n r�ep�etitions. Ce sont donc

toutes les combinaisons de chemins passant parp -succ�es. D'o�u ce r�esultat !
ˆ On pourra donc appliquer sans une once de scrupules les th�eor�emes de �n de chapitre, qui ont �et�e

d�ej�a d�emontr�ees en premi�ere.

ˆ Mais avant ces th�eor�emes, on retiendra que l'on emploiera
•

n
p

‹
, qui se lit "p parmi n", d�es que l'on

r�ealise le tirage simultan�e de p objets parmi un ensemble de taille n.
Exercice 5.8
Dans certaines variantes du Poker, chaque joueur a en main 5 cartes, pioch�ees parmi un jeu de 52
cartes.
Combien de main sont possibles dans ces variantes ?

Exercice 5.9
D�emontrer la proposition pr�ec�edente.
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Th�eor�emes 5:26

ˆ
•

n
p

‹
=

•
n

n � p

‹
:

ˆ
•

n
0

‹
= 1 et

•
n
1

‹
= n

ˆ
•

n + 1
p + 1

‹
=

•
n
p

‹
+

•
n

p + 1

‹
(formule du triangle de Pascal)

Remarques 5:27

Vous avez d�ej�a d�emontr�e ces propri�et�es en premi�ere. Relisez les d�emonstrations, vous pourrez ainsi faire
le lien avec ce cours.

5.5 Lien avec les probabilit�es

5.5.1 Calculs "simples"

Exercice 5.10
Vous lancez 6 d�es discernables (par leur couleur) cubiques, tous num�erot�es de 1 �a 6 et tous �equilibr�es.

1. D�eterminer le nombre total de combinaisons possibles.

2. D�eterminer le nombre total de combinaisons comprenant 6 r�esultats di��erents.

3. En d�eduire la probabilit�e d'obtenir 6 r�esultats di��erents en lan �cant 6 d�es cubiques.

Remarque 5:28

Depuis que vous �etudiez les probabilit�es, lorsque l'on travaille dans un contexte d'�equiprobabilit�e 7, la
probabilit�e d'un �ev�enement A si l'on travaille dans un univers 
 est

p(A) =
card(A)
card(
)

:

C'est ce que vous avez fait naturellement dans l'exemple pr�ec�edent !

Exercice 5.11 Loto
Jouer au loto consiste �a choisir 5 num�eros dans une grille contenant 49 cases, et cocher un num�ero
dans une grille suppl�ementaire contenant 10 cases.

1. Combien de combinaisons existent-ils ?

2. Kaan joue toutes les semaines au loto. En approchant une ann�ee �a 52 semaines, combien de
temps devrait-il jouer pour jouer toutes les grilles ?

3. D�eterminer la probabilit�e de gagner le gros lot, correspondant�a une seule combinaison.

7. Ici assurer par le fait que tous les d�es sont �equilibr�es .
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5.5.2 Loi binomiale

Exercice 5.12
On consid�ere une urne contenant 10 boules indiscernables au toucher. 7 d'entre elles sont vertes et 3
sont rouges.
On proc�ede �a 5 tiragesavec remise .
On souhaite d�eterminer la probabilit�e de tirer 4 boules vertes.

1. Tracer un arbre repr�esentant ce sch�ema de Bernoulli8 serait fastidieux mais n'h�esitez pas si cela
peut vous aider.
Justi�er que le nombre de chemins passant exactement par 4 �ev�enements "Tirer une boule verte"

est
•

5
4

‹
:

2. Justi�er que la probabilit�e d'un tel chemin est 0; 74 � 0; 31.

3. Conclure

D�e�nition 5:29

ˆ Une exp�erience de Bernoulli est une exp�erience al�eatoire �a 2 issues (g�en�eralement appel�ees Succ�es et
�Echec). Elle a pour param�etre la probabilit�e du succ�es, not�ee g�en�eralement 0 6 p 6 1.

ˆ Un sch�ema de Bernoulli est la r�ep�etition de n 2 N ? �epreuves de Bernoulli de param�etresp. Ces
r�ep�etitions sont identiques et ind�ependantes.
Un tel sch�ema de Bernoulli a pour param�etresn et p.

ˆ Soit X la variable al�eatoire discr�ete comptant le nombre de succ�es parmi lesn r�ep�etitions d'un sch�ema
de Bernoulli de param�etresn et p.
Alors X suit une loi binomiale de param�etresn et p.

Th�eor�eme 5:30

Si X suit une loi binomiale de param�etresn et p alors pour tout entier k tel que 06 k 6 n,

P(X = k) =
•

n
k

‹
pk(1 � p)n� k :

Exercice 5.13 D�emonstration
D�emontrer le th�eor�eme pr�ec�edent

5.5.3 Loi hyperg�eom�etrique

Exercice 5.14
On consid�ere une urne contenant 10 boules indiscernables au toucher. 7 d'entre elles sont vertes et 3
sont rouges.
On proc�ede �a 5 tiragessans remise .
On souhaite d�eterminer la probabilit�e de tirer 4 boules vertes.

1. Tracer un arbre repr�esentant l'exp�erience al�eatoire serait fastidieux mais n'h�esitez pas si cela
peut vous aider.

2. Donner sous la forme d'un coe�cient binomial le nombre total d'issues correspondant �a un tirage
sans remise de 5 boules parmi les 10 boules de base.

3. Justi�er que le nombre d'issues r�ealisant l'�ev�enement obtenir4 boules vertes est
•

7
4

‹
�

•
3
1

‹
.

4. Conclure.
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D�e�nition 5:31
On consid�ere un ensembleE de cardinal n, partitionn�e 9 en deux sous-ensemblesA1, A2 de cardinal

respectif r1 et r2.
En particulier, r1 + r2 = n.
On extrait au hasard etsimultan�ement m �el�ements de E.
NotonsX la variable al�eatoire comptant le nombre d'�el�ementsk deA1 parmi lesm extraits (remarquons

qu'il y a alors m � k �el�ements de A2).
X suit alors une loi ditehyperg�eom�etrique et

P(X = k) =

•
r1

k

‹
�

•
r2

m � k

‹

•
n
m

‹ =

•
r1

k

‹
�

•
n � r1

m � k

‹

•
n
m

‹ pour k 2 N ; k 6 m 6 r1 6 n

Remarque 5:32 : Lien avec l'exercice pr�ec�edent
Par rapport �a l'exercice pr�ec�edent :
ˆ E correspond auxn = 10 boules de l'urne ;
ˆ A1 correspond auxr1 = 7 boules vertes (etA2 aux r2 = 3 boules rouges) ;
ˆ m correspond aux 5 tirages sans remise (doncm = 5), le sans remise correspondant au "simul-

tan�ement".
ˆ X compte le nombre de boules vertes.

ˆ La probabilit�e d'obtenir 4 boules vertes est doncP(X = 4) =

•
7
4

‹
�

•
3
1

‹

•
10
5

‹ . En e�et, on a tir�e 4 boules

parmi les 7 vertes, 1 boule parmi les 3 rouges (donc un total de 5 boules) et on divise par le nombre
total de combinaisons d'un tirage de 5 boules parmi les 10 de base.

ˆ On remarque queP(X = k) d�epend, en param�etres, den, m et r1. Ce sont les param�etres de la loi
hyperg�eom�etrique.

Remarque 5:33
On retient que l'on mod�elise avec une loibinomiale lors d'un tirage avec remise et avec une loi

hyperg�eom�etrique lors d'un tirage sans remise .

Remarque 5:34
Si n est tr�es grand devant (au moins 10 fois sup�erieur �a )m, on peut assimiler une loi hyperg�eom�etrique

�a une loi binomiale (plus simple �a calculer pour les ordinateurs) de param�etres m et p =
r1

n
.

Cette approximation se comprend ainsi : si le nombre de jetons dans une urne est tr�es grand, le fait
d'e�ectuer quelques tirages dans cette urne ne va pas bouleverser les proportions.

5.6 Exercices

Exercice 5.15
Nicolas, ami de Johanne remplit �egalement la grille du quint�e, constitu�ee de 5 chevaux vainqueurs
parmi les 8 chevaux. On rappelle que les chevaux sont class�es.
Combien de possibilit�es pour remplir sa grille a-t-il ?

Exercice 5.16 Seul l'âne a un gramme

Un anagramme d'un mot est un mot constitu�e exactement des mêmes lettres �eventuellement
m�elang�ees.
Par exemple, un anagramme de MATHS est ATHMS. Cela ne veut rien dire mais c'est un anagramme.
Combien d'anagrammes du mot MATHS peut-on �ecrire ? 10

9. Dit autrement, A 1 = A 2
10. La question est donc : combien de mots de 5 lettres distinc tes peut-on �ecrire avec les lettres du mot "MATHS" ?
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Exercice 5.17 L'âne a deux grammes

1. D�eterminer le nombre d'anagrammes de "MATHS" commen�cant par A.

2. D�eterminer le nombre d'anagrammes de "PHYSIQUE" commen�cant par une voyelle et �nissant
par une consonne.

Exercice 5.18 En lien avec applications injectives et bijectives

D�emontrer les r�esultats suivants :

1. Le nombre d'applications d'un ensemble �ap �el�ements dans un ensemble �an �el�ements est np.

2. Le nombre d'application injectives d'un ensemble �ap �el�ements dans un ensemble �an �el�ements
est Ap

n .

3. Le nombre d'applications bijectives entre deux ensembles �an �el�ements est n!.
11

Exercice 5.19 Le Pot-Caire
On tire simultan�ement 5 cartes d'un jeu de 52 cartes, l'ensemble obtenu �etant une main.
On rappelle qu'une carte est d�e�nie par sa valeur (de 1 �a 10, avec valet, dame et roi en plus, soit 13
cartes) et sa couleur (pique, carreau, tr�ee, coeur).

1. Combien peut-on former de main de 5 coeurs ?

2. D�eterminer le nombre de mains correspondant aux combinaisonssuivantes :

(a) la paire (deux cartes de valeur identique) ;

(b) le brelan (trois cartes de valeur identique) ;

(c) le full (un brelan et une paire)

(d) la quinte ush (une suite de 5 cartes d'une même couleur). La plus petite suite est 1; 2; 3; 4; 5
et la plus grande 10; V alet; Dame; Roi; As.

(e) la quinte (5 cartes qui se suivent, avec au moins deux couleurs.Par exemple,
7| 8| 9• 10~ V alet| ).

(f) la couleur (5 cartes d'une même couleur, qui ne sont pas toutes cons�ecutives) ;.

3. Pr�eciser pour chacune des mains pr�ec�edentes le probabilit�ed'obtenir une telle main.

4. Au poker, la meilleure main emporte la mise des di��erents joueurs.
Dans les r�egles, une paire est plus faible qu'un brelan, qui est plus faible que la quinte, qui est
plus faible que la couleur, qui est plus faible que le full, qui est plus faibleque la quinte ush.
Cela vous semble-t-il pertinent ?

Exercice 5.20 Happy birthday !

On choisit n 2 N ? personnes au hasard. On suppose qu'aucune n'est n�ee le 29 f�evrier et quen 6 365.

1. Exprimer en fonction den la probabilit�e qu'au moins deux personnes aient la même date d'an-
niversaire.

2. Dans une classe de 36 �el�eves, quelle est la probabilit�e que 2 personnes aient la même date
d'anniversaire ?

3. �A partir de combien de personnes est-on sûr �a 99% que deux personnes au moins ont la même
date d'anniversaire ? 12

11. On rappelle qu'une application E ! F est injective si tout �el�ement de F admet au plus un ant�ec�edent dans E . Elle est surjective si chaque
�el�ement de F admet au moins un ant�ec�edent dans E . Elle est bijective si elle est �a la fois injective et surjec tive.

12. Pour la question 1, on pourra calculer la probabilit�e de l'�ev�enement contraire.
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Exercice 5.21 Loi binomiale, loi hyperg�eom�etrique ou les deux

Dans le c�el�ebre jeu t�el�evis�e "Math�equizz", les candidats, r�epartis en deux �equipes (Analyse et Alg�ebre),
s'a�rontent dans une manche de rapidit�e. La r�eponse �a la question est soit "loi binomiale", soit "loi
hyperg�eom�etrique", soit "les deux" si la r�eponse concerne lesdeux lois de probabilit�es.
D�eterminer la r�eponse �a chacune des questions.
On pr�ecisera, lorsque cela est possible, les param�etres des lois.

1. "Fait intervenir le coe�cient binomial".

2. "Mod�elise un tirage sans remise".

3. "Mod�elise un tirage avec remise".

4. "Si on lance 100 billes sur une surface perc�ee de 10 trous �equir�epartis de 10 couleurs di��erentes,
chaque trou pouvant �eventuellement accueillir les 100 billes, le nombre de billes dans le trou
rouge (en supposant que les 100 billes tombent n�ecessairement toutes dans un trou) suit une ..."

5. "Si on e�ectue 5 tirages d'une bille avec remise, dans un sac contenant 25 billes rouges et 75
billes noires, le nombre de fois que l'on a obtenu une bille rouge suit..."

6. "Est li�e au fran�cais Pascal (le philosophe, pas le chanteur)".

7. "Si on pioche en une fois 5 jetons dans une urne contenant 26 jetons, sur lesquels �gurent les 26
lettres de l'alphabet (chaque jeton a une lettre di��erente des autres jetons), le nombre de voyelles
dans les 5 lettres pioch�ees suit ..."

8. "Si on lance 5 d�es, le nombre de 6 obtenus suit..."

9. "On suppose que 1% des tr�ees poss�edent 4 feuilles. On cueille 100 tr�ees et X est le nombre de
tr�ees �a 4 feuilles cueillis. X suit une ..."

10. "Un co�re �a jouets contient 6 cubes, 5 boules et 7 t�etra�edres. On extrait successivement et sans
remise 4 objets du co�re. SiX est la variable al�eatoire comptant le nombre cubes alorsX suit
une ..."

Exercice 5.22
On se place dans le contexte de l'a�rmation 5 de l'exercice intitul�e "Loi binomiale, loi hy-
perg�eom�etrique ou les deux".

1. D�eterminer la probabilit�e la probabilit�e d'obtenir exactement 2 b oules rouges.

2. D�eterminer la probabilit�e d'obtenir au moins 3 boules noires.

3. D�eterminer le nombre moyen de boules rouges tir�ees parmi les 5boules.
13

Exercice 5.23
On se place dans le contexte de l'a�rmation 7 de l'exercice intitul�e "Loi binomiale, loi hy-
perg�eom�etrique ou les deux".

1. D�eterminer la probabilit�e de piocher exactement 2 voyelles.

2. D�eterminer la probabilit�e de tirer au moins 4 voyelles.

3. D�eterminer le nombre moyen de voyelles pioch�ees parmi les 5 jetons.
14

13. Rappel : la moyenne, en probabilit�es, est associ�ee �a l 'esp�erance.

14. Rappel : la formule g�en�erale de l'esp�erance est la sui vante, pour une variable al�eatoire Y �a valeurs dans un ensemble discret E :
X

k 2 E

kP (Y = k).



Chapitre 6

Quelques calculs d'int�egrales atypiques

Ce chapitre est quelque peu atypique par sa forme. Plus ou moins pasde cours ici, seulement des
exercices.

Par souci de coh�erence, les exercices ont �et�e regroup�es par th�eme.
Bonne chance !

6.1 Formule de l'int�egration par parties et applications

Exercice 6.1 Mise en place de la formule

Soientu et v deux fonctions continues et d�erivables sur un intervalle [a; b]. A l'aide de la formule de la
d�eriv�ee du produit, d�emontrer la formule suivante, appel�ee formule d'int�egration par parties (IPP) :

Z b

a
u0(x) � v(x)dx = [ u(x) � v(x)]b

a �
Z b

a
u(x) � v0(x)dx

Exemple d'utilisation 6:1

Supposons que l'on veuille par exemple calculer
Z 1

0
xexdx.

Avec les m�ethodes de terminales, il faudrait trouver une primitive de f : x 7! xex , ce qui est loin d'̂etre
�evident. En revanche, on peut trouver facilement une primitive dex 7! ex et on peut facilement d�eriver
x 7! x.

Ainsi, on posant
§

u0 : x 7! ex

v : x 7! x c'est �a dire
u : x 7! ex

v0 : x 7! 1 , on a alors, en appliquant la formule

de l'IPP (int�egration par parties) 1 :
Z 1

0
exxdx = [ ex � x]10 �

R1
0 ex � 1dx

= e1 �
R1

0 exdx
= e1 � [ex ]10
= e1 � (e1 � e0)
= 1

Remarque 6:2
Au passage, on a discr�etement fait apparâ�tre une fonction densit�e ! C'est beau, les maths quand même...

M�ethode 6:3 : pour appliquer la formule de l'IPP
De mani�ere g�en�erale, il faut chercher �a d�eriver prioritairem ent les puissances positives dex, puis la

fonction ln et les fonctions trigonom�etriques.
En e�et, on d�erivant les puissances positives dex, celles-ci diminuent de 1 �a chaque fois. Fatalement, on

va �nir par d�eriver x 7! x, qui donnerax 7! 1. Ainsi, on aura fait "disparâ�tre" une des fonctions, ce qui
nous permettra de nous concentrer sur ce qu'il reste.

1. Remarquons que, pr�esent�e ainsi, on suit un chemin forma nt un angle : d'abord uv puis uv0.

33
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Exercice 6.2 Premi�eres applications

Chacune des questions de cet exercice est ind�ependante desautres.

1. En utilisant deux fois de suite la formule de l'IPP, calculer
Z 1

0
exx2dx.

On pourra judicieusement poseru0 : x 7! ex et v : x 7! x2.

2. En utilisant le fait que, pour x 2]0; +1 [, ln(x) = 1 � ln(x), d�eterminer la valeur de
Z t

1
ln(x)dx,

o�u t > 1. En d�eduire une primitive de la fonction ln.

3. Calculer
Z �

2
0

x2cos(x)dx (Rappel :sin0 = coset cos0 = � sin).

4. Soient les deux int�egrales d�e�nies par I =
Z �

0
ex sinx dx et J =

Z �

0
ex cosx dx:

(a) D�emontrer que I = � J et que I = J + e � + 1 ( Rappel :sin0 = cos et cos0 = � sin).

(b) En d�eduire les valeurs exactes de I et de J.

5. On pose K =
Z �

0

ex

ex + e� x
dx et L =

Z �

0

e� x

ex + e� x
dx:

Calculer K et L en raisonnant par combinaison avec K et L, �a l'instar dela question pr�ec�edente.

Exercice 6.3 Th�eor�eme de Taylor avec reste int�egral

Partie A : Notion de d�eriv�ee ni�eme

On appelle d�eriv�ee d'ordre n, o�u n est un entier sup�erieur ou �egal �a 1, d'une fonctiong la d�eriv�ee (si
elle existe) deg(n� 1), o�u g(n� 1) d�esigne la d�eriv�ee d'ordre (n � 1) de g. On convient par ailleurs que
g(0) = g.
Ainsi, si g est d�erivable, g0 = g(1) et si g0 est d�erivable, g00= ( g0)0 = g(2) .

1. Un premier exemple.Soit h : R ! R; x 7! x3+3x+7. Montrer que pour tout r�eel x, h(2) (x) = 6 x.

2. Pour la fonction exponentielle, not�eeexp.
Montrer que pour tout entier naturel n, exp(n) existe et vaut exp.

Partie B : d�emonstration d'un c�el�ebre th�eor�eme

D'apr�es le premier �ecrit du CAPES de math�ematiques, 2016
Soit n un entier naturel sup�erieur ou �egal �a 1. On consid�ere une fonction f d�erivable n fois sur un
intervalle I . Soient a et b deux nombres r�eelsa et b dans l'intervalle I .

1. Justi�er que f (b) = f (a) +
Z b

a
f 0(t)dt.

2. Montrer �a l'aide d'une int�egration par parties que si n > 2 alors

f (b) = f (a) + f 0(a)(b� a) +
Z b

a
f 00(t)(b� t)dt:

3. Montrer que sin > 2 alors

f (b) = f (a) + f 0(a)(b� a) + f (2) (a)
(b� a)2

2!
+ : : :+ f (n� 1)(a)

(b� a)n� 1

(n � 1)!
+

Z b

a

f (n)(t)
(n � 1)!

(b� t)n� 1dt.

Cette �egalit�e est connue sous le nom de formule de Taylor avec reste int�egral �a l'ordre n.
2 3

2. Pour tout entier k strictement positif, on note k! le produit des entiers strictement positifs inf�erieurs � a k. Cela se lit "k factoriel". Par exemple,
4! = 4 � 3 � 2 � 1.

3. Pour les questions 2 et 3 de la partie B, commencez par vous o ccuper de l'int�egrale.
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Partie C : application pour d�eterminer une valeur approch� ee de e1

Dans cette partie, on consid�eref = exp, a = 0 et b= 1.

1. Montrer que lim
n+ 1

Z b

a

f (n)(t)
(n � 1)!

(b� t)dt = 0.

2.(a) Calculer e1 = f (1) avec la formule de Taylor avec reste int�egral �a l'ordre 4.

(b) En n�egligeant le dernier terme, d�eterminer une valeur approch�ee de e1.
4

6.2 Calcul int�egral et volume

Exercice 6.4 Extrait du sujet de baccalaur�eat Polyn�esie, juin 2018

Dans cet exercice, on s'int�eresse au volume d'une ampoule basse consommation.

Partie A - Mod�elisation de la forme de l'ampoule

Le plan est muni d'un rep�ere orthonorm�e (O;~i; ~j ).
On consid�ere les points A(� 1 ; 1), B(0 ; 1), C(4 ; 3), D(7 ; 0), E(4 ; � 3), F(O ; � 1) et G(� 1 ; � 1).
On mod�elise la section de l'ampoule par un plan passant par son axe de r�evolution �a l'aide de la �gure
ci-dessous :

�! {

�! |

b b

b

b

b

bb

O

A B

C

D

E

FG

La partie de la courbe situ�ee au-dessus de l'axe des abscisses se d�ecompose de la mani�ere suivante :
� la portion situ�ee entre les points A et B est la repr�esentation graphique de la fonction

constanteh d�e�nie sur l'intervalle [ � 1 ; 0] par h(x) = 1 ;
� la portion situ�ee entre les points B et C est la repr�esentation graphique d'une fonctionf

d�e�nie sur l'intervalle [0 ; 4] par f (x) = a + bsin
�
c + �

4 x
�
, o�u a, b et c sont des r�eels non nuls

�x�es et o�u le r�eel c appartient �a l'intervalle
�
0 ; �

2

�
;

� la portion situ�ee entre les points C et D est un quart de cercle de diam�etre [CE].
La partie de la courbe situ�ee en-dessous de l'axe des abscisses estobtenue par sym�etrie par rapport �a
l'axe des abscisses.

1.(a) On appelle f 0 la fonction d�eriv�ee de la fonction f . Pour tout r�eel x de l'intervalle [0 ; 4],
d�eterminer f 0(x).

(b) On impose que les tangentes aux points B et C �a la repr�esentation graphique de la fonction
f soient parall�eles �a l'axe des abscisses. D�eterminer la valeur du r�eel c.

2. D�eterminer les r�eels a et b.

4. Pourquoi ? Grâce �a la question 1, tout simplement.
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Partie B - Approximation du volume de l'ampoule

Par rotation de la �gure pr�ec�edente autour de l'axe
des abscisses, on obtient un mod�ele de l'ampoule.
A�n d'en calculer le volume, on la d�ecompose en
trois parties comme illustr�e ci-contre.
On rappelle que :

� le volume d'un cylindre est donn�e par
la formule �r 2h o�u r est le rayon du disque
de base eth est la hauteur ;

� le volume d'une boule de rayonr est

donn�e par la formule
4
3

�r 3.

On admet �egalement que, pour tout r�eelx de
l'intervalle [0 ; 4], f (x) = 2 � cos

�
�
4 x

�
.

b b

b

b

b

bb

O

A B

C

D

E

FG

Vue dans le plan (BCE)

�! {

�! |

1. Calculer le volume du cylindre de section le rectangle ABFG.

2. Calculer le volume de la demi-sph�ere de section le demi -disque de diam�etre [CE].

3. Pour approcher le volume du solide de section la zone gris�ee BCEF,on partage le segment [OO0]

en n segments de même longueur
4
n

puis on construit n cylindres de même hauteur
4
n

.

(a) Cas particulier : dans cette question uniquement on choisitn = 5.
Calculer le volume du troisi�eme cylindre, gris�e dans les �gures ci-dessous, puis donner une
valeur approch�ee �a 10� 2 pr�es du volume total de l'ampoule.

b b

b

b

b

bb

O O0

B

C

D

E

F

Vue dans le plan (BCE)

�! {

�! |

Vue dans l'espace

(b) D�etermination de la valeur exacte

i. Montrer que cos2(x) =
1 � 2 cos(2x)

2
.

ii. On admet que le volume du solide de section gris�ee vaut en r�ealit�e�
Z 4

0
(f (x))2dx.

En d�eduire le volume r�eel de l'ampoule. Est-ce coh�erent avec la question B)3)a) ?
5

5. Pour B)3)b)i., exprimer d'abord cos(2 x) en fonction de cos2(x) �a l'aide des formules de duplication vue en premi�ere. Pou r la B)3)b)ii.,
d�evelopper puis utiliser la question pr�ec�edente. On rap pelle �a toute �n utile que ( sin (u)0) = u0cos(u).
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Remarque 6:4 : Id�ee g�en�erale de l'obtention de volume �a partir d'int�e grale

En terminale S, on voit qu'en int�egrant on obtient une aire, une donn�ee num�erique en m2. On obtient
cela en int�egrant �a partir d'une courbe, qui est donc une donn�ee num�erique en m. Il faut �a ce stade faire

l'analogie avec le fait qu'une primitive de la fonctionx 7! x est x 7!
1
2

x2.

Or, une primitive de x 7! x2 est x 7!
1
3

x3. Ainsi, en int�egrant des m2, on peut obtenir des m3 et donc des

formules de volume !).

Exercice 6.5 Formules de volume : cône et pav�e droit

Le cône repr�esent�e ci-dessous a une base circulaire de rayonR = 2cm et une hauteur h = 5cm. On
veut calculer son volume �a l'aide d'une int�egrale. Pour cela on utilise le principe suivant :

� On imagine un d�ecoupage de ce cône en "tranches" horizontales in�niment minces dont
l'�epaisseur sera not�eedz.

� On admet que chaque "tranche" ainsi obtenue peut être assimil�ee �a un cylindre.
� On calcule alors la somme des volumes de toutes ces tranches �a l'aide d'une int�egrale.

A

B

S

O

O0 hdz

z

A

B

S

O

O0 h

z

1.(a) Chaque tranche a-t-elle le même rayon ?

(b) Le rayon est-il fonction de l'altitude z de cette tranche ?

2. On veut calculer le volume d'une tranche en fonction dez.
Pour cela, on r�ealise une section du cône suivant un plan parall�ele�a son axe (�gure de droite).
On appeller (z) le rayon de la tranche situ�ee de hauteurz.

(a) Placer r (z) sur le sch�ema.

(b) Exprimer SO0 en fonction dez et en d�eduire quer (z) =
2
5
(5 � z).

(c) Exprimer l'aire S(z) de la base de la tranche en fonction dez.

(d) Exprimer son volume en fonction dez.

3.(a) Entre quelles valeursz varie-t-elle ?

(b) Calculer l'int�egrale
Z 5

0
S(z)dz.

(c) Contrôler le r�esultat en utilisant la formule connue pour le volume d'un cône.

4. Reprendre la d�emarche dans le cas g�en�eral d'un cône de rayon R et de hauteurh.

5. Reprendre la d�emarche pour un parall�el�epip�ede rectanglede dimensionL, l et h.
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Exercice 6.6 Volume d'un solide de r�evolution
Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b] de R et Cf sa courbe repr�esentative
dans le plan muni d'un rep�ere orthonorm�e (O;~i; ~j ). On peut placer la courbe dans l'espace muni d'un
rep�ere orthonorm�e (O;~i; ~j; ~k), puis faire \tourner" la courbe autour de l'axe (0;~{). On d�e�nit ainsi un
solide de r�evolution (telle la sph�ere ou le cylindre par exemple).

Partie A : Une formule g�en�erale

1. Faire une �gure illustrant la situation.

2. �A chaque valeur dex dans l'intervalle [a; b] correspond un disque, intersection du solide avec le
plan parall�ele �a (0; ~|;~k) passant par cette valeur dex. Pr�eciser le rayon puis l'aire de ce disque.

3. Le volume du solide de r�evolution ainsi construit est donn�e par l'int�egrale
Z b

a
� [f (x)]2dx. Expli-

quer cette formule.

Partie B : Quelques calculs de volumes

1.(a) Quelle est la nature du solide de r�evolutionS1 d�e�ni sur l'intervalle [0; 5] par la fonction
constantef 1 : x 7! 2 ? On pourra s'aider d'un sch�ema.

(b) Calculer le volume du solideS1.

2.(a) Quelle est la nature du solide de r�evolutionS2 d�e�ni sur l'intervalle [0; 5] par la fonction
lin�eaire f 2 : x 7! x ?

(b) Calculer le volume du solideS2.

3.(a) Quelle est la nature du solide de r�evolutionS3 d�e�ni sur l'intervalle [0; 5] par la fonction a�ne
f 3 : x 7! 2x + 1 ?

(b) Calculer le volume du solideS3.

4.(a) Quelle est la nature du solide de r�evolutionS4 d�e�ni sur l'intervalle [0; 1] par la fonction
f 4 : x 7!

p
1 � (x � 1)2 ?

(b) Calculer le volume du solideS4.

5. Calculer le volume du solide de r�evolution obtenu �a partir de la fonction f 5 : x 7! 1p
x ln x sur

l'intervalle [1; e].

6.3 Int�egration par changement de variable

Exemple6:5
Pour d�eterminer une primitive d'une fonction, il est parfois n�ecessaire de passer par un changement de

variable. C'est ce que pr�esente cet exercice, pas �a pas.

Partie A : Pr�eliminaires

On peut montrer que pour tout r�eel u di��erent de � 1 et 1,
1

(1 � u)(1 + u)
=

0; 5
1 � u

+
0; 5

1 + u
.

Partie B : exemple de calcul d'une int�egrale

CalculonsI =
Z �= 2

�= 4

dx
sin(x)

.

Posons6 : u = cos(x). u sera notre nouvelle variable, d'o�u le terme dechangement de variable .
On a donc u0 = cos0(x)x0, ce qui se note en notation di��erentielle7 : du = � sin(x)dx, soit encore

� du = sin( x)dx.

6. Attention, il faut que le changement de variable soit fait �a l'aide d'une fonction bijective, d�erivable (idem pour l a r�eciproque), de d�eriv�ee
continue (idem pour la r�eciproque) sur l'intervalle d'int �egration, ce qui est bien le cas de cosinus sur [ �= 4; �= 2], qui est strictement monotone sur
cet intervalle.

7. "d" signi�e d�eriv�ee (notation de Leibniz).



6.3. INT �EGRATION PAR CHANGEMENT DE VARIABLE 39

De plus, quandx = �= 4, u = cos(�= 4) =
p

2=2 et quandx =
�
2

, u = cos(�= 2) = 0.

Toute l'astuce ici consiste �a faire apparâ�tre dansI l'expressionsin(x)dx pour la remplacer par� du.

Alors, c'est parti : I =
Z �= 2

�= 4

dx
sin(x)

=
Z �= 2

�= 4

sin(x)dx
sin2(x)

:

A ce stade, on peut facilement remplacer le num�erateur par� du.
De plus, pour le d�enominateur, il su�t d'utiliser le fait que sin2 + cos2 = 1 pour faire apparâ�tre du

cos2(x), qui sera remplac�e paru2.

Donc8 : I =
Z �= 2

�= 4

� sin(x)dx
1 � cos2(x)

=
Z 0

p
2=2

� du
1 � u2

= �
Z 0

p
2=2

du
1 � u2

=
Z p

2=2

0

du
1 � u2

=
Z p

2=2

0

1
(1 � u)(1 + u)

du
.

Donc : I =
Z p

2=2

0

0; 5
1 � u

+
0; 5

1 + u
du = [ � 0; 5 ln(1 � u) + 0 ; 5 ln(1 + u)]

p
2=2

0 � 0; 9:

Exercice 6.7 �A votre tour !

1.(a) Montrer que pour tout r�eel u di��erent de � 1 et 1,
1

(1 � u)(1 + u)
=

0; 5
1 � u

+
0; 5

1 + u
.

(b) Calculer I =
Z �= 2

�= 4

dx
sin(x)

, en posantu = cos(x) (oui, c'est l'exemple, �a refaire par vous-même

donc).

2. CalculerJ =
Z �= 3

�= 6

dx
cos(x)

(poseru = sin( x)).

3. N Calculer K =
Z 1

0

ex � 1
ex + 1

dx (poseru = ex ).

4. N Calculer L =
Z 1

0

Ê
1

u(u � 1)
du (poseru = sin2(t)).

9

8. On peut proc�eder au changement de variable. Tout ce qui es t avec du x est remplac�e par l'�equivalent avec du u. Il est essentiel de comprendre
que u est une variable et pas une fonction de x !

9. Astuce pour K :
1

u(u + 1)
=

: : :

u
+

: : :

u + 1



Chapitre 7

�Equations di��erentielles d'ordre 1

7.1 Mise en bouche

7.1.1 Le circuit RC

Un circuit �electrique de base est le circuit RC (r�esistance-condensateur1). C'est un circuit compos�e d'un
g�en�erateur, d'une r�esistance et d'un condensateur mont�esen s�erie.

Si l'on note :

� t le temps �ecoul�e ;
� i : t 7! i (t) l'intensit�e (en Amp�ere) du courant traversant le circuit ;
� u : t 7! u(t) la tension (en Volt) aux bornes du condensateur2 ;
� C la capacit�e du condensateur (en Farad), qui est une valeur �xe ;

� u0 =
du
dt

la d�eriv�ee de la tension u par rapport au temps ;

alors un condensateur id�eal v�eri�e la relation suivante :i (t) = C � u0(t), soit, en notation physicienne,

i = C
du
dt

.

Notons en�n :

� E , la tension (en Volt) �emise par le g�en�erateur, qui est constante ;
� R, la r�esistance (en Ohm) du dipôle r�esistance, �egalement constante.

Regardons maintenant le circuit dans son ensemble. Comme le montage est en s�erie, la tensionE �emise
par le g�en�erateur est la somme des tensions3 aux bornes de la r�esistance (valantRi , d'apr�es la loi d'Ohm)
et de celle aux bornes du condensateurs (not�eeu).

D'o�u E = Ri + u soit E = RC
du
dt

+ u, ou encore en notation math�ematiques :

E = RCu0(t) + u(t):

Une telle �equation, mêlant une fonction et sa d�eriv�ee, d'inconnue la fonction, est appel�ee�equation
di��erentielle.

1. "Le condensateur est un composant �electronique �el�eme ntaire, constitu�e de deux armatures conductrices (appel� ees� �electrodes � ) en inuence
totale et s�epar�ees par un isolant polarisable (ou � di�electrique � ). Sa propri�et�e principale est de pouvoir stocker des char ges �electriques" (selon
Wikip�edia). C'est un grand classique, que l'on retrouve da ns l'ensemble des appareils �electroniques de nos jours.

2. Attention, ici, u et i sont des fonctions d�erivables exprim�ees en fonction de x.
3. D'apr�es la loi des mailles, ou loi d'additivit�e des tens ions. La tension g�en�er�ee par le g�en�erateur est �egal �a la somme des tensions aux bornes

des dipôles d'un circuit mont�e en s�erie.

40
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7.1.2 Une premi�ere �equation di��erentielle

Exercice 7.1 une premi�ere r�esolution

1. Rappeler quelle est l'unique fonctiony solution de l'�equation di��erentielle y0 = y, v�eri�ant
y(0) = 1.

2. D�eterminer une autre fonction solution de l'�equationy0 = y.

3. V�eri�er que f : x 7! e2x est une (en r�ealit�e, "la") solution de l'�equation di��erentielle y0 = 2y telle
que y(0) = 1.

4. D�eterminer une solution g de l'�equation di��erentielle y0 = 2y telle quey(0) = 3.

5. D�eterminer une solution h de l'�equation di��erentielle y0 = 2y + 3.
4

7.2 R�esolution de l'�equation homog�ene, aussi appel�ee � equation sans second
membre, y0= ay

On cherche �a r�esoudre dans cette partie les �equations de la forme y0 � ay = 0, o�u y est une fonction
d�erivable de R dansR et o�u a est une constante di��erente de 0.

Th�eor�eme 7:1
Soit a un r�eel non nul. L'ensemble des solutions surR de l'�equation di��erentielle lin�eaire d'ordre 1 �a

coe�cients constants sans second membre5 (H ) : y0 � ay = 0, ce qui se note aussi :(H ) : y0 = ay , est

l'ensemble des fonctions de la formef : x 7! ceax , o�u c est une constante.

Exercice 7.2 D�emonstration

1. Montrer que f : R ! R; x 7! ceax est solution de (H ), c'est �a dire que pour tout r�eel x,
f 0(x) � af (x) = 0.

2. R�eciproquement, le but de cette question est de montrer que toute solution f de (H ) s'�ecrit sous
la forme f : x 7! ceax .

(a) Soit f une solution de (H ) et soit � : x 7! f (x)e� ax . Montrer que � est constante.

(b) Conclure.
6

Remarque 7:2
� Une autre d�emonstration possible (apr�es avoir vu le logarithme n�ep�erien) est la suivante :

f solution de (H ) , f 0(x) = af (x) pour tout x 2 R , 8 x 2 R;
f 0(x)
f (x)

= a , 7

8x 2 R; ln(jf (x)j) = ax + b , 8 x 2 R; jf (x)j = eax+ b = ebeax , 8 x 2 R; f (x) = ceax , o�u c = eb ou
c = � eb.

� Il y a donc une in�nit�e de solutions �a une �equation homog�ene, tout comme une fonction continue
sur un intervalle admet une in�nit�e de primitives sur cet intervalle.

Th�eor�eme 7:3 : de Cauchy-Lipschitz 8

On se place dans le cadre du th�eor�eme pr�ec�edent. Pour tout (x0; y0) 2 R 2, il existe une unique fonction
f solution de(H ) telle quef (x0) = y0.

4. La question 2 reprend la même �equation que la question 1, mais sans imposer la condition initiale y(0) = 1.
5. Di��erentielle car lie la fonction �a sa d�eriv�ee ; lin�e aire car la forme fait penser aux fonctions lin�eaires y = ax ; d'ordre 1 car la d�eriv�ee est

d'ordre 1 ; �a coe�cients constants car a est constant ; sans second membre car le membre de droite dans l'�equation vaut 0.
6. Remarque pour la question 2 : il s'agit de montrer que f est solution de ( H ) si et seulement si f s'�ecrit sous la forme f : x 7! ceax . On a

d�emontr�e le sens indirect : il reste donc �a d�emontrer le s ens direct.
7. En primitivant.
8. Augustin Louis Cauchy, math�ematicien fran�cais du d�eb ut du 18 �eme si�ecle ; Rudolph Otto Sigismund Lipschitz, math�ematicie n allemand de

la �n du 18 �eme si�ecle.
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Illustration 7:4 : : courbes de plusieurs fonctions solutions de l'�equation d i��erentielle y0 = y
On remarque en particulier que, pour tout couple (x0; y0) 2 R 2, il existe une seule courbe passant par

le point de coordonn�ees (x0; y0).

Remarque 7:5
� C'est ce que l'on appelle en particulier la condition initiale (quandx0 = 0) ou �nale (quand on

connâ�t la limite en +1 ).
� On peut faire le rapprochement de cette unicit�e avec la condition d'unicit�e de la primitive.

Exercice 7.3 D�emonstration
Montrer le th�eor�eme, c'est �a dire montrer qu'il existe un unique c 2 R correspondant �a f (x0) = y0.

Exemple7:6
On souhaite d�eterminer la fonctionf solution de l'�equation y0 = � 2y, avecf (1) = � 3.
D'apr�es le th�eor�eme 5.1, il existe c 2 R tel que f : x 7! ce� 2x .

Or : f (1) = � 3 , ce� 2 = � 3 , c =
� 3
e� 2

= � 3e2.

D'o�u : f : x 7! � 3e2e� 2x .

Exercice 7.4 Premi�eres vraies r�esolutions

1.(a) R�esoudre dansR (H1) : y0 = 3y.

(b) D�eterminer l'unique fonction f solution de (H1) telle que f (0) = 5.

2. D�eterminer l'unique fonction g solution de (H2) : 2y0� 7y = 0 telle que la courbe de repr�esentative
de g admette une tangente de coe�cient directeur 42 au point d'abscisse x = 0.

9

7.3 R�esolution de l'�equation lin�eaire d'ordre 1 �a coe�c ients constants y0= ay + b

Th�eor�eme 7:7
On consid�ere a et b deux r�eels, a 6= 0. On cherche �a r�esoudre (E) : y0 = ay + b

1. Il existe une solution particuli�ere constante10 �a l'�equation (E) : f 0 : x 7!
� b
a

.

2. L'ensemble des solutions de(E) est obtenu en ajoutant �a une solution particuli�ere de(E) une solution
quelconque de l'�equation sans second membre(H ) : y0 = ay. Ainsi, si � est une solution de(E), elle
est de la forme� : x 7! f 0(x) + ceax , o�u c 2 R.

9. R�esoudre signi�e d�eterminer l'ensemble des solutions .
10. Cette solution est �a retrouver �a chaque fois plutôt qu '�a apprendre par coeur.
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Exercice 7.5 D�emonstration

1. Montrer le premier point.

2.(a) Montrer que si � est solution de (E), alors f = � � f 0 est solution de (H ).

(b) Conclure quant au deuxi�eme point.

Exemple7:8 : : r�esolution de l'�equation (E) : y0 � 6y = 4.

? Cherchons une fonctionf 0 constante solution de (E). On a particulier f 0
0(x) = 0 pour tout r�eel x.

Commef 0 est solution de (E),f 0 v�eri�e alors 0 � 6f 0 = 4 soit : 8x 2 R; f 0(x) =
4

� 6
=

� 2
3

.

? R�esolvons l'�equation y0� 6y = 0 (l'�equation homog�ene ( H ) associ�ee �a notre �equation de d�epart).

L'ensemble des solutions �a cette derni�ere est l'ensemble des fonctions f : x 7! ce6x , c 2 R.

? Les solutions de l'�equation (E) sont donc de la forme� : x 7! �
2
3

+ ce6x .

Exercice 7.6
Refaire l'exemple pr�ec�edent cahier ferm�e.

Th�eor�eme 7:9 : Th�eor�eme de Cauchy-Lipschitz

On se place dans les conditions du th�eor�eme pr�ec�edent. Si de plus on veutf (x0) = y0, o�u (x0; y0) 2 R 2,
alors il existe une unique fonctionf solution de(E) v�eri�ant cette condition.

Exercice 7.7 D�emonstration
D�emontrer le th�eor�eme pr�ec�edent.

Exercice 7.8 R�esolution en autonomie
D�eterminer l'unique solution � de (E3) : y0 = 3y � 6 v�eri�ant � (2) = 1.

7.4 Exercices

Exercice 7.9 D'apr�es Antilles Guyane (s�erie STI2D)

On �etudie la charge d'un condensateur et l'on dispose pour cela d'un circuit �electrique compos�e :
� d'une source de tension continueE de 10V ;
� d'une r�esistanceR de 105
 ;
� d'un condensateur de capacit�eC de 10� 6F .

On note u la tension exprim�ee en volt aux bornes du condensateur, qui est une fonction du tempst
exprim�e en seconde. Comme nous l'avons vu au d�ebut du chapitre,la fonction u est d�e�nie et d�erivable
sur [0; +1 [ et v�eri�e l'�equation di��erentielle suivante : RCu0+ u = E.

1. Justi�er que l'�equation di��erentielle est �equivalente �a u0+ 10u = 100.

2. On consid�ere qu'�a l'instant t = 0, le condensateur est d�echarg�e, c'est �a dire queu(0) = 0.
D�eterminer l'unique solution de l'�equation di��erentielle v�eri�ant c ette �egalit�e.

3. D�eterminer, en justi�ant, les variations sur [0; +1 [ et la limite en +1 de la fonctionu d�etermin�ee
�a la question pr�ec�edente. Comment peut-on interpr�eter cesr�esultats ?

4. On note T le temps de charge en seconde telle queu(T) soit �egal �a 95% de E. D�eterminer T �a
10� 1 pr�es.

5. Sans modi�er les valeurs respectives deE et de C, d�eterminer la valeur de la r�esistance, not�ee
~R, a�n que le temps de chargeT soit multipli�e par 2.
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Exercice 7.10 Datation au carbone 14, d'apr�es "Les maths au quotidien"

Le bois vivant contient toujours une certaine proportion de carbone 14, constante �a travers le
monde. Lorsque l'arbre est abattu, cette proportion d�ecrô�t progressivement. En connaissant cette
d�ecroissance, en observant la proportion de carbone 14 �a un instant t dans du bois, on peut alors
estimer depuis combien de temps il a �et�e abattu et donc d�eterminer globalement son �epoque d'origine.
On admet que, pour de la mati�ere organique, la quantit�eN (t) d'atomes de carbone 14 en fonction du
temps t 2 [0; +1 [ exprim�ee en ann�ees v�eri�e l'�equation di��erentielle :

N 0(t) = � 1; 2097� 10� 4N (t):

1. En notant N0 la quantit�e d'atomes carbone 14 initiale, d�eterminerN (t) en fonction det.

2. En d�eduire qu'au bout de 10 000 ans, il reste environ 30% des atomes initiaux.

3. On appelle demi-vie, not�eeT1=2, du carbone 14 le temps au bout duquel la moiti�e des atomes se
sont d�esint�egr�es.
D�eterminer �a 10 ans pr�es la demi-vie du carbone 14.

4. On analyse des os trouv�es dans une grotte. On constate qu'ils ont perdus 95% de leur carbone
14. Quel est l'âgeT des os, �a 100 ans pr�es ?

Exercice 7.11 D'apr�es Polyn�esie - Juin 2013 (s�erie STI2D)

La grand-m�ere de Th�eo sort un gratin du four, le plat �etant alors �a 100C. Elle conseille �a son petit-�ls
de ne pas le toucher a�n de ne pas se brûler, et de laisser le plat se refroidir dans la cuisine dont la
temp�erature ambiante est suppos�ee constante �a 20C.
Th�eo lui r�etorque que quand il sera �a 37C il pourra le toucher sans risque ; et sa grand-m�ere lui r�epond
qu'il lui faudra attendre 30 minutes pour cela.
La temp�erature du plat est donn�ee par une fonctiong du tempst, exprim�e en minutes, qui est solution
de l'�equation di��erentielle : ( E)y0+ 0; 04y = 0; 8.

1. La grand-m�ere de Th�eo a-t-elle bien �evalu�e le temps n�ecessaire pour atteindre 37C ?

2. Quelle est la valeur exacte du temps n�ecessaire pour obtenir cette temp�erature ? En donner une
valeur arrondie �a la seconde pr�es.

3. Quelle est la temp�erature de la cuisine ?

Exercice 7.12 Circuit RL
Un autre grand classique des circuits �electriques est le circuit dit RL(r�esistance-bobine et bien sûr
g�en�erateur).
Tout comme le condensateur a une capacit�eC, la bobine a une inductanceL, qui s'exprime en henry

(H) et qui v�eri�e : u = L
di
dt

, o�u i est l'intensit�e aux bornes de la bobine etu la tension aux bornes de

celle-ci.

1. En vous inspirant de l'exemple d'introduction, d�emontrer que l'�equation di��erentielle v�eri��ee par

un circuit RL est : i0(t) +
R
L

i(t) =
E
L

, o�u E est la tension �emise par le g�en�erateur etR la valeur

de la r�esistance.

2. A l'instant t = 0, l'intensit�e du courant traversant la bobine est nulle. En d�eduire l'expression de
i en fonction deE, R et L.

Exercice 7.13 Second membre du type "exponentiel-polynôme" N

On cherche �a r�esoudre l'�equation di��erentielle ( E) : y0 = 3y + (3 x2 + 1) e2x .
La di��erence principale avec les autres �equations di��erentielles est donc que le terme en plus entre
l'�equation homog�ene et l'�equation de base n'est pas une constante, mais bien une fonction !

1. D�eterminer a, b, c tels quef 0 : x 7! e2x (ax2 + bx + c) soit une solution particuli�ere de (E).

2. En s'inspirant de l'exercice 5.5, d�eterminer l'ensemble des solutionsde l'�equation (E).
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Exercice 7.14 R�esolution d'une �equation di��erentielle par changemen t de fonction N

Soit l'�equation di��erentielle ( E) : y0 = 2y � 3y2. Le but de l'exercice est de d�eterminer la solutionu
de E sur R, ne s'annulant pas et v�eri�ant la condition initiale u(0) = 1 =4.

1. Soit w : x 7!
1

u(x)
. V�eri�er que w est d�e�nie et d�erivable sur R.

2. Montrer que u est solution de (E) si et seulement siw est solution de (F ) : y0 = 3 � 2y.

3. R�esoudre (F ) puis en d�eduire l'expression deu.

Exercice 7.15 D'apr�es Polyn�esie - Avril 2006 (s�erie S) N

A faire apr�es avoir vu le logarithme n�ep�erien
Un laboratoire de recherche �etudie l'�evolution d'une population animale qui semble en voie de dispa-
rition. En 2000, une �etude est e�ectu�ee sur un �echantillon de cette population dont l'e�ectif initial est
�egal �a mille. Cet �echantillon �evolue et son e�ectif, exprim�e en millie rs d'individus, est approch�e par
une fonction f du temps t (exprim�e en ann�ees �a partir de l'origine 2000).
D'apr�es le mod�ele d'�evolution choisi, la fonction f est d�erivable, strictement positive sur [0 ; +1 [, et

satisfait l'�equation di��erentielle : (E) y0 = �
1
20

y(3 � ln y):

1. D�emontrer l'�equivalence suivante : Une fonctionf , d�erivable, strictement positive sur [0 ; +1 [,

v�eri�e, pour tout t de [0 ; +1 [, f 0(t) = �
1
20

f (t)[3 � ln (f (t))] si et seulement si la fonction

g = ln( f ) v�eri�e, pour tout t de [0 ; +1 [; g0(t) =
1
20

g(t) �
3
20

.

2. D�eterminer la solution g�en�erale de l'�equation di��erentielle : ( F) z0 =
1
20

z �
3
20

:

3. En d�eduire qu'il existe un r�eel c tel que, pour tout t de [0 ; +1 [ f (t) = exp
•
3 + cexp

•
t

20

‹˜
:

(la notation exp d�esigne la fonction exponentielle naturellex 7! ex ).

4. La condition initiale conduit donc �a consid�erer la fonction f d�e�nie par : f (t) =

exp
•
3 � 3exp

•
t

20

‹˜
:

(a) Justi�er la phrase pr�ec�edente.

(b) D�eterminer le sens de variation def sur [0 ; +1 [. Comment peut-on interpr�eter ce r�esultat ?

(c) D�eterminer la limite de la fonction f en +1 . Comment peut-on interpr�eter ce r�esultat ?

(d) R�esoudre dans [0 ; +1 [ l'in�equation f (t) < 0; 02. Comment peut-on interpr�eter ce r�esultat ?

7.5 Un mot sur les �equations di��erentielles lin�eaires d' ordre 2

On s'int�eresse dans cette section (qui est en r�ealit�e l'exercice 7.16N) aux �equations di��erentielles lin�eaires
d'ordre 2, c'est �a dire aux �equations di��erentielles de la forme ay00+ by0 + cy = d, o�u y00est la d�eriv�ee
seconde dey, c'est �a dire est la d�eriv�ee de y0. On admettra pour la partie C que comme pour les �equations
di��erentielles du premier ordre, l'ensemble des solutions de ce type d'�equations s'�ecrit comme la somme
d'une solution particuli�ere et de la solution de l'�equation homog�ene associ�ee.

Partie A : R�esolution de l'�equation homog�ene associ�ee

Soit (H ) l'�equation di��erentielle : ay00+ by0+ cy = 0, o�u a, b, c, sont trois r�eels, a 6= 0.
On cherche les valeurs possibles de� 2 R tel que f : x 7! e�x soit solution de (H ).

1. Montrer que f est solution de (H ) si et seulement si� est solution de l'�equation du second degr�e
ax2 + bx + c = 0 (appel�ee �equation caract�eristique associ�ee �a (H )).

2. On note � le discriminant associ�e au polynômeax2 + bx + c.

(a) Dans cette question uniquement, on suppose que �> 0. Que peut valoir� ?
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Point info
Dans ce cas, f est solution de (E) si et seulement si f est de la forme
f : x 7! C1e� 1x + C2e� 2x , o�u C1 et C2 sont des constantes �a d�eterminer �a l'aide des
conditions initiales et � 1 et � 2 les racines d�etermin�ees pr�ec�edemment. Deux solutions
�a l'�equation caract�eristique implique qu'il faut expri mer f en fonction de deux fonctions.

(b) Dans cette question uniquement, on suppose que � = 0. Que peut valoir � ?

Point info
Dans ce cas,f est solution de(E) si et seulement sif est de la formef : x 7! (C1x+ C2)e�x

o�u C1 et C2 sont des constantes �a d�eterminer �a l'aide des conditionsinitiales.

(c) Dans cette question uniquement, on suppose que �< 0. Que peut valoir� ?

Point info
Dans ce cas, f est solution de (E) si et seulement si f est de la forme
f : x 7! C1e� 1x + C2e� 2x , o�u C1 et C2 sont des constantes �a d�eterminer �a l'aide des
conditions initiales et � 1 et � 2 les racines complexes d�etermin�ees pr�ec�edemment. On ob-
tient une fonction de R dans R mais dont les images sont a priori complexes : cool,
hein ? Par combinaison, le lecteur curieux et conqu�erant pourra montrer que f s'�ecrit
alors f : x 7! eRe(� 1 )x [A cos(Im (� 1)x) + B sin(Im (� 1)x)] = qeRe(� 1 )x cos(Im (� 1)x + r ), ce
qui est bien une fonction deR dansR (avecA; B; q; r des r�eels �x�es �a d�eterminer via les
conditions initiales). Ouf !

Partie B : Un premier exemple d'apr�es Polyn�esie - juin 1998 (s�erie S)

1. D�eterminer 11 les fonctions d�e�nies surR solutions de l'�equation di��erentielle (E 1) : y00+ 2y0+ y = 0:

2. On consid�ere l'�equation di��erentielle (E 2) : y00+ 2y0+ y = x + 3:

(a) V�eri�er que la fonction p d�e�nie sur R par p(x) = x + 1 est une solution particuli�ere de (E2).

(b) D�emontrer qu'une fonction g est solution de (E2) si, et seulement si, la fonctiong � p est solution
de (E1).

(c) D�eduire de 1. et 2.(b) les solutions de (E2)

(d) D�eterminer la solution g�en�erale de (E2) qui v�eri�e : g(0) = 1 et g0(0) = 2 :

Partie C : application au circuit RLC

La lectrice12 attentive depuis le d�ebut du chapitre aura compris qu'un circuit RLCest compos�e d'une
r�esistance, d'une bobine et d'un condensateur.

Dans cette partie, nous supposerons avoir a�aire �a un montage en s�erie.
En�n, nous noterons :

� E la tension g�en�er�ee par le g�en�erateur ;
� u la tension aux bornes du condensateur ;
� C la capacit�e du condensateur
� i l'intensit�e traversant le circuit ;
� L l'inductance de la bobine
� R la valeur de la r�esistance.

1. En vous inspirant ce qui a �et�e fait pr�ec�edemment pour les circuits RC et RL dans ce chapitre,
d�emontrer que la tension aux bornes du condensateur est solution de l'�equation di��erentielle suivante :

(E) : LCy00+ RCy0+ y = E:

11. Pour cette question, il faut commencer par r�esoudre l'� equation caract�eristique associ�ee �a ( H ). Suivant �, on peut alors conclure.
12. Parit�e !
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2. On suppose d�esormais queL = 2H , C = 0; 1�F , E = 10V et R = 10k
.
Par ailleurs, nous supposerons que le condensateur a �et�e pr�ealablement charg�e par le g�en�erateur, que
le g�en�erateur est coup�e �a t = 0 et que nous �etudions ce qu'il se passe lorsque le condensateur se
d�echarge dans la bobine et dans la r�esistance ("r�egime libre").
L'�equation di��erentielle devient alors :

(H ) : LCy00+ RCy0+ y = 0:

(a) Montrer que (H ) peut s'�ecrire : 2y00+ 104y0+ 107y = 0 puis la r�esoudre.

(b) Avec les notations de la partie A,f est donc solution de (E) si et seulement sif s'�ecrit sous la
forme f : x 7! C1e� 1x + C2e� 2x .
Il reste �a d�eterminer C1 et C2. Or, les conditions initiales nous assurent que :u(0) = E (le
condensateur �etant charg�e) et quei (0) = 0 (la bobine n'ayant pas encore "transmis" de courant).

i. On rappelle quei = Cu0. D�eduire des conditions initiales queC1 et C2 v�eri�ent le syst�eme
suivant : §

C1 + C2 = 10
� 1C1 + � 2C2 = 0

ii. En d�eduire l'expression deu en fonction du temps13. Quelle est sa limite ? Comment peut-on
interpr�eter ce r�esultat ?

13. Dans cette con�guration, on parle de r�egime ap�eriodiq ue libre. Le lecteur curieux pourra consulter par exemple le lien suivant pour les autres
r�egimes possibles concernant le circuit RLC : http://www.physagreg.fr/electrocinetique/ec3/EC3-rl c-serie.pdf



Chapitre 8

Espace vectoriel

Sans être obligatoire, il est conseill�e d'avoir vu le chapitre sur les structures alg�ebriques. Cela permettra
de mieux appr�ehender les notions de sommes, produits, �el�ements neutres vus ici.

8.1 Un exemple d'introduction

� Le plan P est un ensemble de points g�en�er�es par deux vecteurs non colin�eaires. C'est ce qu'on
appelle unespace vectoriel de dimension 2. 1

� Notons~i et ~j ces deux vecteurs etO le point origine du plan. On parle alors de rep�ere (O;~i; ~j ).
� Notons A l'ensemble des vecteurs colin�eaires �a~i , c'est �a dire l'ensemble des vecteurs~u de

coordonn�ees (k; 0), o�u k 2 R.
A est lesous-espace vectoriel du plan g�en�er�e par ~i : on le notevect(~i ).
G�eom�etriquement, A correspond �a l'axe des abscisses dans le rep�ere (O;~i; ~j ).

� Si ~u a pour coordonn�ees
�
x y

�
dans le rep�ere (O;~i; ~j ), alors ~u = x~i + y~j .

Ainsi, tout vecteur peut s'�ecrire commesomme (directe) suivant les vecteurs~i et ~j .
On dit alors que (~i; ~j ) est unebase du plan et on noteP = vect(~i ) � vect(~j ):

� Sur un mod�ele analogue, l'espace peut être mod�elis�e �a partir d'un espace vectoriel de dimension
3.

8.2 K-espace vectoriel

D�e�nition 8:1
Un ensembleE, muni d'une somme "+" et d'une multiplication "." par un nombre d'un corps2 K

(g�en�eralement, le corps des r�eelsR ou des complexesC), est un K -espace vectoriel.
On note (E; + ; �:x ).

Exemple 8:2
C est un R-espace vectoriel.
En e�et, soit z et z0 deux nombres complexes.
Alors :

� 0 2 C, z+ z0 = z0+ z et z� z0 2 C (c'est l'aspect "on munit C d'une somme" : c'est commutatif,
il y a un �el�ement neutre 0, tous les �el�ements ont un oppos�e).

� Pour tout r�eels k et k0, (k + k0):z = k:z + k0:z, k:(z + z0) = k:z + k:z0, (k:k0):z = k:(k0:z) et
1R :z = z (c'est l'aspect "multiplication par un nombre d'un corpsK ", ici R : on peut multiplier,
distribuer, et il y a un �el�ement de R qui ne modi�e aucun �el�ement de C en le multipliant, �a savoir
l'�el�ement neutre 1).

Remarque 8:3
Si on reprend l'exemple des vecteurs, on raconte simplement que : qu'il y a un vecteur nul ; que l'on

peut faire ~u+ ~v ou ~v+ ~u, c'est pareil ; que la di��erence de vecteurs du plan est un vecteurdu plan ; qu'en
multipliant un vecteur par un r�eel (soit multiplication simple, soit en distribuant) on obtient un autre
vecteur.

1. Vectoriel car c'est un ensemble g�en�er�e par des vecteur s ; de dimension 2 car on a besoin de deux vecteurs pour g�en�er er le plan.
2. Voir le chapitre : "Quelques structures alg�ebriques usu elles". Ici, K = R ou K = C , c'est ce qu'il faut retenir.

48
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Exercice 8.1 Autres exemples

1. Montrer que R est un Q-espace vectoriel.Q est-il un R-espace vectoriel ?

2. Montrer que R 2, l'ensemble des vecteurs �a 2 coordonn�ees (donc les vecteurs duplan), est un
R-espace vectoriel.

3. Soit n 2 N . On note R n = R � R � ::: � R l'ensemble des vecteurs �an coordonn�ees r�eelles.
Montrer que R n est un R-espace vectoriel.

4. Justi�er que l'ensemble des fonctions d�erivables deR dansR est un R-espace vectoriel.

Remarques 8:4
ˆ Ainsi, les additions et les multiplications se comportent de mani�ere naturelle. C'est simplement ce

qu'il faut retenir.
ˆ On remarque donc que l'on peut consid�erer les fonctions d�erivables comme des �el�ements d'un espace

vectoriel, donc comme des vecteurs. Pensez-y ! Cela est une sacr�ee g�en�eralisation des vecteurs, les
murs entre les domaines des math�ematiques s'e�ondrent comme lesmurs de J�ericho devant vos yeux
�ebahis.
Oui, le math�ematicien aime regrouper les �el�ements par classe d'objets (groupe, anneaux, corps, espace-
vectoriel...) pour ensuite �etudier ces classes. Pourquoi ? Parce que c'est fun, tout simplement.
Et beau.
Et on n'explique pas la beaut�e, on se contente de la savourer.
Fin de la digression3.

8.3 Sous-espace vectoriel

D�e�nition 8:5
Soit A une partie incluse dansE, o�u ( E; + ; �:x ) est unK -espace vectoriel. SiA est lui-même unK -espace

vectoriel, A est un alors unK -sous-espace vectoriel de E.

Remarque 8:6
On notera d�esormais : "ev" pour "espace vectoriel" et "sev" pour "sous-espace vectoriel".

Exemple8:7
C est un Q-ev ; R est un Q-ev ; R � C.
Donc : R est un Q sev deC.

Th�eor�eme 8:8 : : caract�erisation des sous-espace vectoriels
Soit A une partie deE. Alors :
A est un sev deE
, A 6= ; et 8(a; b) 2 A2; 8� 2 K : a + b2 A et �:a 2 A ;
, A 6= ; et 8(a; b) 2 A2; 8(�; � ) 2 K 2 : �:a + �:b 2 A.

D�emonstration
On va l'admettre ici : il faudrait d�e�nir proprement les ev �a partir de la notion de groupe. Mais si vous

voulez essayer, ne vous privez pas : le d�emonstration a des similitudes avec celle du th�eor�eme caract�erisant
les sous-groupes.

Remarque 8:9
Ainsi, pour montrer que A est un sev deE, il su�t de v�eri�er que A � E, que A 6= 0 (en g�en�eral,

0E 2 A) et que pour (�; � ) 2 K 2 et (a; b) 2 A2; �a + �b 2 A.

Exemple 8:10
CommeC est un un R-ev, R est un R-sev deC.
En e�et, en r�ef�erence au th�eor�eme pr�ec�edent, on a ici : A = R, E = C et K = R. Remarquons que

R � C.
Or : R 6= ; (puisque 02 R) et : 8(a; b) 2 R 2; 8(�; � ) 2 R 2 : �:a + �:b 2 R

3. Oui, on dit digression et non pas disgression. Je sais, j'a i �et�e surpris aussi.
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Exercice 8.2 Avec les fonctions
Montrer que l'ensembleD des fonctions d�erivables deR dans R est un R-sev de l'ensembleC des
fonctions continues deR dansR.

Exercice 8.3 Intersection et sev engendr�e

Soit E un K � espace vectoriel.

1. Montrer que tout sevE contient 0E .

2. Soit A et B deux sev deE. Montrer que A \ B est un sev deE.

3. Soit n un entier naturel non nul et soit (A i )16 i 6 n une famille de sev deE (ainsi, chaqueA i , pour
1 6 i 6 n, est un sev deE).

Montrer que A1 \ A2 \ : : : \ An =
\

16 i 6 n

A i est un sev deE.

4. N Soit A � E. On note vect(A) le sous-espace vectoriel engendr�e par A .
Dit autrement, c'est l'intersection des sev deE contenant A.
Montrer vect(A) est le plus petit sev deE contenant A.

4

Illustration 8:11
Si (x1; :::; xn ) est une famille de vecteurs deE, vect(x1; :::; xn ) est l'ensemble des combinaisons lin�eaires

de (x1; :::; xn ).

Dit autrement, X 2 vect(x1; :::; xn ) , X =
nX

i =1

� i x i , o�u les � i sont des �el�ements deK .

Par exemple,vect(x1) est l'ensemble des vecteurs colin�eaires �ax1. La notation vient sûrement de l�a !

8.4 Application lin�eaire

On consid�ere dans toute cette partie (E; + ; �:x ) et (F; + ; �:y ) deux K -ev.

Remarque 8:12
Pour cette partie, il est pr�ef�erable (en fait, tr�es rapidement indispensable) d'avoir travaill�e les notions

d'injectivit�e et de surjectivit�e (dans le chapitre 3).

8.4.1 Endo, iso and co

D�e�nitions 8:13
� f : E ! F est uneapplication lin�eaire de E vers F (on note f 2 L (E; F )) lorsque :

8(x; y) 2 E 2; 8(a; b) 2 K 2; f (ax + by) = af (x) + bf (y):

� Si f : E ! E, f est appel�e endomorphisme .
� f : E ! F est appel�e isomorphisme si f est lin�eaire et si f est bijective (i.e. injective et

surjective5).
On parle d'automorphisme quand f est �a la fois un endomorphisme et un isomorphisme.

Exemple 8:14
Les fonctions lin�eaires d�ecouvertes au coll�ege sont des exemples d'applications lin�eaires.

Exercice 8.4 exemple pr�ec�edent �a d�emontrer et un bonus

1. Soit a 2 R et f a : R ! R; x 7! ax. Montrer que f a est un endomorphisme.f a est-elle un
automorphisme ?

2. Montrer que g : R 2 ! R ; X = ( x; y) 7! x + y est une application lin�eaire. Pourquoi ne peut-on
pas parler d'endomorphisme ici ?

6

4. i.e pour tout i entier dans [1; n], A i est un sev de E .
5. Voir chapitre fonction de r�ef�erences.
6. Attention, �a la deuxi�eme question de la question 1, la r� eponse n'est pas que oui ! Par ailleurs, pour la question 2, il faut comprendre qu'�a un

vecteur X du plan de coordonn�ees ( x; y), on associe la somme x + y de ses coordonn�ees. Dit autrement : 8X 2 R 2 ; X = ( x; y) : g(X ) = x + y.
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8.4.2 Noyau et image

D�e�nition 8:15
Soit f : E ! F une application lin�eaire.
Son noyau, not�e ker(f) , est l'ensemble7 desx 2 E tels quef (x) = 0 F (on peut en quelque sorte voir

cela comme l'ensemble des ant�ec�edents de0 par f ).
Son image, not�eIm(f) , est l'ensemble des valeurs prises parf (x), o�u x 2 E.

Exemple 8:16
Si f : x 7! 3x, ker(f )= 0 (en e�et, f (x) = 0 , x = 0) et Im (f ) = R.
Pour g : (x; y) 7! x + y, Im (g) = R
et ker(g)= f (x; y) 2 R � R tel que y = � xg (en e�et, pour X = ( x; y), X 2 ker(g) , g(X ) = 0 ,

x + y = 0 , y = � x).
Ainsi, le noyau deg est la droite d'�equation y = x. Remarquons que cela correspond �a une fonction

lin�eaire vue au coll�ege... C'est dingue !

Remarques 8:17
ˆ On peut d'ores et d�ej�a a�rmer que ker(f ) est n�ecessairement non vide.

En e�et, f (0) = f (0 � 0) = 0 � f (0) par lin�earit�e.
Donc f (0) = 0 c'est �a dire que l'image de 0 parf est 0.
Donc 02 Kef (f ), et ce pour toute application lin�eaire.

ˆ En toute rigueur, l'�ecriture dans le point ci-dessus n'est pas satisfaisante. En e�et, lorsque l'on �ecrit
0, ce 0 peut signi�e di��erentes choses.
Dans l'exercice 6:4, on consid�erait par exempleE = R 2 et F = R.
Dans ce cas, 0E = (0; 0) et0F = 0.
En toute rigueur, il faudrait donc �ecrire la justi�cation du point pr �ec�edent ainsi 8 :
" f (0E ) = f (0K � 0E ) = 0 K � f (0E ) par lin�earit�e.
Donc f (0E ) = 0 F c'est �a dire que l'image de 0E par f est 0F .
Donc 0E 2 Kef (f ), et ce pour toute application lin�eaire."

Exercice 8.5 La con position

Soient E; F; G trois K � espace vectoriel. Soitf 2 L (E; F ) et g 2 L (F; G).
Montrer que Ker (f ) � Ker (g � f ) et que Im (gof ) � Im (g). 9

Remarque 8:18
D'un point de vue raisonnement et compr�ehension des notations, l'exercice pr�ec�edent est fondamental. Il

est donc imp�eratif de savoir le faire et de le comprendre. Prenez votre temps, ne soyez pas press�e, remplacez
les d�e�nitions, regardez ce que vous cherchez et la v�erit�e nâ�tra. Ainsi que la �ert�e d'avoir r�eussi.

Th�eor�eme fondamental 8:19
Soit f 2 L (E; F ). Alors :

1. f est injective , ker(f )= f OE g.

2. f est surjective, Im( f )= F .

Remarque tout aussi fondamentale 8:20
Attention �a ce th�eor�eme qui, fort utile en pratique, a un aspect fallacieux : il n'est vrai que pour les

applications lin�eaires et faux a priori pour les autres fonctions !
Prenons par exemple la fonction exponentielle. Elle est bijective deR dans ]0; +1 [. Elle est donc en

particulier injective. Mais �ca n'a pas de sens de parler de "noyau" puisqu'elle n'est pas lin�eaire ! Par ailleurs,
remarquons que la fonction exp ne s'annule jamais (donc il n'existe aucun r�eel x tel que f (x) = 0) malgr�e
son injectivit�e.

Bref, prudence et n'oublions pas le cadre dans lequel nous travaillons, qui est celui des applications
lin�eaires .

7. Ker vient de "Kernel" qui en allemand signi�e noyau.
8. Pourquoi ne pas l'avoir fait directement alors ? Simpleme nt pour que vous compreniez l'id�ee globale, sans toutefois vous noyer sous les

notations.
9. Rappel : g � f : x 7! g(f (x)).
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Exercice 8.6 D�emonstration
La deuxi�eme propri�et�e est une cons�equence de la d�e�nition de la surjectivit�e. Pour l'autre :

1. Montrer que pourf 2 L (E; F ), f (0E ) = 0 F .

2. Montrer le sens direct.

3. Montrer le sens r�eciproque (En montrant par exemple que :f (x) = f (x0) ) x = x0).
10

Exercice 8.7 Application

Soit g : R 2 ! C; (x; y) 7! 3ix , o�u R 2 et C sont consid�er�es comme deuxR-ev et o�u i est le nombre
complexe tel quei2 = � 1.

1. Montrer que g 2  L(R 2; C).

2. g est-elle injective ? surjective ?

Proposition 8:21
Soit f 2 L (E; F )

1. Si A est un sev deE, alors f (A) = f f (x) : x 2 Ag est un sev deF . 11

2. Si B est un sev deF , alors f � 1(B ) = f x 2 E; f (x) 2 Bg est un sev deE. 12

Exercice 8.8 D�emonstration
A l'aide de la caract�erisation des sev (voir th�eor�eme 6.8 dans la partie 3 de ce chapitre), d�emontrer
ces deux propositions.

Exercice 8.9 Application

Soit h 2 L (E; F ). Montrer que ker(h) est un sev deE.

8.5 Sommes des sev

Soit E un K -ev et A, B deux sev deE.

D�e�nitions et notations 8:22
� A + B = f x 2 E : 9(a; b) 2 A � B : x = a + bg. Dit autrement, la somme des sevA et B est

l'ensemble des �el�ements deE pouvant s'�ecrire comme la somme d'un �el�ement deA et d'un �el�ement
de B.

� On dit que A et B sont ensomme directe , et on noteA � B , quand A \ B = f 0E g.
� A et B sont dit suppl�ementaires lorsqueA � B = E.

Th�eor�eme 8:23
ˆ A et B sont en somme directe si et seulement si pour toutx 2 A + B, il existe un unique couple

(a; b) 2 A � B tel que x = a + b.
ˆ A et B sont suppl�ementaires si et seulement si pour toutx 2 E, il existe un unique couple (a; b) 2

A � B tel que x = a + b.

D�emonstration
Admise pour ce cours mais que rien ne vous empêche de la chercher :-)

Remarque 8:24
Comme en t�emoignera la �n de l'exemple suivant, ce th�eor�eme peutconstituer un sacr�e gain de temps !

Exemple 8:25
A = vect(1; 0) et B = vect(0; 1) v�eri�ent A � B = R 2 et sont donc suppl�ementaires.

? En e�et, soit ( x; y) 2 R 2. Alors (x; y) = x � (1; 0) + y � (0; 1) donc (x; y) 2 A + B.

10. Il s'agit d'une �egalit�e d'ensemble, qui se montre bien par une double inclusion. Dit autrement, il faut montrer que que ker(f ) � f OE g puis
que f OE g � ker( f ). Par ailleurs, voir chapitre "fonctions de r�ef�erence" p our les d�e�nitions d'injectif et de surjectif.

11. On note aussi : f (A ) = f y 2 F; 9x 2 A : f (x) = yg
12. On note aussi : f � 1 (B ) = f x 2 E; 9y 2 B : f (x) = yg.
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Donc : R 2 � A + B. CommeA + B � R 2, A + B = R 2.

? Il reste �a v�eri�er que A \ B = f 0R 2 = (0; 0)g.
CommeA \ B sev deR 2, (0; 0) 2 A \ B (voir exercices pr�ec�edents).

R�eciproquement, siz 2 A \ B alors il existea 2 R tel que z = ( a; 0) et il existe b2 R tel que z = (0; b).
Ainsi : (a; 0) = (0; b). Donc : a = 0 et b= 0 i.e. z = (0 ; 0).

Donc : A \ B � f 0R 2 g. (Oui, f 0R 2g = f (0; 0)g : c'est le même objet not�e di��eremment).
Donc : A \ B = f 0R 2g.

? Conclusion :A � B = R 2.

? Variante Si (x; y) 2 R 2 alors (x; y) = ( x; 0) + (0; y). Par unicit�e de la d�ecomposition, A � B = R 2.
Fin de la d�emo : c'est cool, hein ? A noter que c'est l'exemple d'introduction !

Exercice 8.10

D�eterminer de même trois sevA, B , C de R3 tels queA � B � C = R3.

8.6 Exercices

Exercice 8.11 Un facile pour commencer

Dans R 2, que peut-on dire de vect(1 ;0) et de vect (2 ;0) ? 13

Exercice 8.12 Sur les sev
Soit G l'ensemble des fonctions constantes deR dans R et F l'ensemble des fonctions deR dans R
s'annulant en 0. Montrer queF et G sont deuxR-sev de l'ensemble des fonctions deR dansR.

Exercice 8.13 Sur les �equations di��erentielles... Et oui !

Soit a 2 R ?. On consid�ere l'�equation di��erentielle ( H ) y0 = ay.
Montrer que l'ensembleB des solutions de (H ) est un R-sev de l'ensembleD des fonctions d�erivables
de R dansR.

Exercice 8.14 Sur les applications lin�eaires

1. Soit f : R ! R; x 7! ln(x2 + 1).

(a) f est-elle lin�eaire ?

(b) D�eterminer les ant�ec�edents de 0 par f . f est-elle injective(Attention, pi�ege !) ?

2.(a) Montrer que g : R 3 ! R 2; (x; y; z) 7! (2x + y � z; x � y + 3z) est une application lin�eaire.

(b) D�eterminer le noyau de g. g est-elle injective ?

3. Soit h : C ! R 2; z = x + iy 7! (x; y). Montrer que h est un isomorphisme.
14

Exercice 8.15 Applications lin�eaires, noyau, image

Soient E, F , G trois K -ev, f 2 L (E; F ), g 2 L (E; F ), h 2 L (F; G).
On note f + g l'application qui �a tout �el�ement x 2 E associef (x) + g(x) 2 F .
Montrer que :

1. Im (f + g) � Im (f ) + Im (g).

2. Ker (f ) \ Ker (g) � Ker (f + g).

3. N Ker (f ) = Ker (h � f ) , Imf \ Ker (h) = f 0E g.

4. N Imf + Kerh = F , Im (h � f ) � Im (h).
15

13. En�n, facile... Il faut relativiser, hein ! Facile par ra pport aux d�elicates notions vues dans ce chapitre.
14. Ainsi, la question 3 revient �a montrer qu'associer un po int �a son a�xe complexe ou �a ses coordonn�ees r�eelles est � equivalent, ce qui n'est

somme toute gu�ere �etonnant.
15. La d�emonstration du sens r�eciproque de la question 4 es t particuli�erement d�elicat. Il faut connâ�tre l'astuce , qui consiste, en milieu de

d�emonstration d'une des inclusions, �a �ecrire y un �el�ement de F comme y = f (x) + y � f (x) et �a justi�er que f (x) 2 Imf et y � f (x) 2 kerh .
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Exercice 8.16 Sur les espaces en somme directe

Soit A = f (u; w) 2 R2 : 2u � w = 0g et B = vect(1; 1). Le but de l'exercice est de montrer que
A � B = R 2.

1. Montrer que A est bien un sev deR 2, comme noyau d'une application lin�eaire bien choisi.

2. On va faire un raisonnement par analyse synth�ese.

(a) Analyse . Supposons que pour (x; y) 2 R 2, il existe a 2 A et b 2 B tels que (x; y) = a + b.
Exprimer alors a et b en fonction dex et y.

(b) Synth�ese . Montrer, en utilisant la question pr�ec�edente, queA + B = R 2.

3. Montrer que A et B sont en somme directe et conclure.



Chapitre 9

Polynômes
9.1 Exemple d'introduction

Soit f : x 7! x2 + 3x � 7 et g : x 7! x3 � 4 deux fonctions d�e�nies surK , o�u K est R ou C.
f et g sont desfonctions polynômes , de degr�e respectif 2 et 3.
On remarque que :

� f + g est une fonction polynôme de degr�e 3.
� �f est une fonction polynôme de degr�e 2 pour tout� 6= 0.
� fg est une fonction polynôme de degr�e 2 + 3 = 5.
� 8 x 2 R; g(x) = ( x � 3)f (x) + 16x � 25 soit g = qf + r avec le degr�e der strictement inf�erieur 1

au degr�e def .

9.2 Degr�e d'un polynôme

D�e�nition 9:1
On note K [X ] l'ensemble des polynômes �a coe�cients dansK �a une ind�etermin�ee ( X ).
Soit A 2 K [X ].

1. Si A = 0, alors on posedeg(A) = �1 .

2. Sinon,A =
X

k2 N

akX k , avec au moins un desak 6= 0.

On appelledegr�e de A l'entier naturel not�e deg(A) et d�e�nie par : deg(A) = maxf n 2 N : an 6= 0g:
Les (ak) sont lescoe�cients de A et adeg(A) est soncoe�cient dominant .

Exemple 9:2

1. A = 3X 4 + 7 est un polynôme de degr�e 4 deR[X ]. Ici, A = a4X 4 + a3X 3 + a2X 2 + a1X 1 + a0X 0,
avec a4 = 3, a3 = a2 = a1 = 0 et a0 = 7 (qui sont bien des r�eels) (rappel :X 0 = 1). Le coe�cient
dominant 2 est donc 3.

2. B = (2 + 3 i )X 2 � X + 3 est un polynôme de degr�e 2 deC[X ], aveca2 = 2 + 3 i; a1 = � 1 et a0 = 3
(ce sont bien des complexes). Remarquons par ailleurs que :A 2 C[X ].

Propri�et�es diverses 9:3

Soit A et B deux �el�ements deK [X ].

1. A + B 2 K [X ] et3 deg(A + B) 6 max(deg(A); deg(B)).
De plus, sideg(A) 6= deg(B), deg(A + B) = max(deg(A); deg(B)).

2. Soit � 2 K [X ]. Alors �A 2 K [X ]. De plus, si� 6= 0 alors deg(�A ) = deg(A). Sinon, deg(�A ) = �1 .

3. Soient A =
X

k2 N

akX k et B =
X

k2 N

bkX k .

On d�e�nit C = AB commeC =
X

n2 N

ckX k , tel que pour tout entier natureln, cn =
nX

k=0

akbn� k .

Alors : C 2 K [X ] et deg(C) = deg(A) + deg(B).

1. C'est dingue, on jurerait voir une division euclidienne !
2. Finalement, ce coe�cient dominant est le nombre r�eel ass oci�e au monôme ( X n ) de plus grand degr�e.
3. max (deg(A); deg(B )) est le degr�e maximal entre celui de A et de B .

55
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Exercice 9.1 D�emonstration partielle

1. D�eterminer deux polynômesA et B tels quedeg(A + B) < max (deg(A); deg(B)).

2. D�emontrer la proposition 1.

3. D�emontrer la proposition 2.

4. Soit A = X 2 + 3X � 7, B = X 3 � 4 et C = AB .

Montrer que c4 =
4X

k=0

akb4� k = a0b4 + a1b3 + ::: + a4b0.

Exercice 9.2
Montrer que (K [X ]; + ; �:A ) est un K -espace vectoriel, o�uA 2 K [X ].

9.3 Division euclidienne

Soit (A; B; C ) 2 K [X ]3.

D�e�nitions 9:4
A est un diviseur de B (on note AjB)
, B est un multiple de A
, 9 L 2 K [X ] : B = AL .

Exemple 9:5
Soit B = ( X � 1)(X � 2). Alors A = ( X � 1) est un diviseur4 de B et B est un multiple deA.

Exercice 9.3 Quelques propri�et�es �a montrer

1. Si A divise B et B 6= 0 alors deg(A) 6 deg(B).

2. Soit (A; B ) 2 K [X ]2. AjB , B jA , Il existe � 2 K ? tel que B = �A .
Dans ce cas, on dit queA et B sont associ�es .

Th�eor�eme 9:6 : : Division euclidienne (admis)
SupposonsB 6= 0K [X ]. Alors : Il existe un unique couple(Q; R) 2 K [X ]2 tel que

A = BQ + R et tel quedeg(R) < deg(B).

Exemple 9:7
Dans l'exemple d'introduction :X 3 � 4 = Q(X 2 + 3X � 7) + R, avecQ = X � 3 et R = 16X � 25.
Pour trouver Q et R, il faut poser la division, comme cela se fait avec les entiers �a l'�ecoleprimaire.
A = X 3 � 4 est le dividende,B = X 2 +3X � 7 le diviseur. Il faut commencer par se demander par quelle

puissance deX (�eventuellement accompagn�ee d'un coe�cient) multiplier B pour obtenir la plus grande
puissance deA.

Ici, le coe�cient dominant de A est X 3, celui deB est X 2 : il faut donc multiplier B par X pour faire
apparâ�tre X 3. Notons d�esormaisQ0 = BX et R0 = A � Q0.

On recommence alors l'op�eration : cette fois,R0 est le dividende etB est le diviseur. On continue tant
que le degr�e deRi n'est pas strictement inf�erieur �a celui deB. C'est somme quelque chose de tr�es similaire
�a l'algorithme d'Euclide (vu en 3�eme et TS-sp�ecialit�e maths). La division pos�ee est :

Ligne obtenue en faisant : X 3 � 4 X 2 + 3X � 7
� X (X 2 + 3X � 7) � (X 3 +3X 2 � 7X ) X � 3
� X 3 � (X 3 + 3X 2 � 7X ) � 3X 2 +7X � 4
etc... � (� 3X 2 � 9X +21)

16X � 25

4. Ici, L = X � 2.
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Exercice 9.4 Exemple et corollaire

1. E�ectuer la division euclidienne deA = X 5 + 4X 4 + 2X 3 + X 2 � X � 1 par B = X 3 � 2X + 3.

2. D�emontrer le corollaire suivant : "B jA , Le reste de division euclidienne deA par B est nul."

9.4 Racines d'un polynôme

D�e�nition 9:8
Soit A 2 K [X ]; � 2 K ; k 2 N . On dit que :

1. � est une racine deA quand (X � � )jA.

2. � est une racine d'ordre au moinsk de A quand (X � � )k jA.

3. � est une racine d'ordrek quand deA (X � � )k jA et (X � � )k+1 ne divise pasA. Dans ce cas, si
k > 1, � est uneracine multiple (sinon, racine simple ). k est la multiplicit�e de � .

4. Pour k = 2, on parle de racine double ; pourk = 3, on parle de racine triple.

Exemple 9:9
Soit A = ( X � 1)3(X � 2). Alors 2 est une racine simple et 1 est une racine triple.
Remarquons que 1 est une racine d'au moins deux puisque (X � 1)2 diviseA (A = ( X � 1)2(X � 1)(X � 2)):

Exercice 9.5 Souvenir de coll�ege

Montrer que � 1 est une racine double deB = X 2 + 2X + 1.

Notation 9:10
On notera dans ce chapitre~A la fonction polynôme associ�ee �aA.

Exemple 9:11

Si A = 3X 2 � 7, alors ~A : R ! R; x 7! 3x2 � 7.

Proposition 9:12

Soit A 2 K [X ]. Alors : � est une racine deA , ~A(� ) = 0 .

Exercice 9.6 Souvenir de premi�ere

D�eterminer les racines (et leur multiplicit�e) de C = 6X 2 � 23X + 21, o�u C 2 C[X ].

Exercice 9.7 D�emonstration
D�emontrer la proposition pr�ec�edente. 5

Proposition 9:13

� est une racine d'ordrek de A , Il existe B 2 K [X ] tel queA = ( X � � )kB et tel que ~B(� ) 6= 0.

Exemple 9:14
P = X 3 + 2X 2 + X = X (X 2 + 2X + 1) = X (X 2 + 1). Alors � 1 est une racine double deP puisque

(X + 1) 2jP et ~X (� 1) = � 1 6= 0.

Exercice 9.8 D�emonstration

1. D�emontrer le sens direct, en utilisant un raisonnement par l'absurde pour justi�er que ~B(� ) 6= 0.

2. Montrer le sens r�eciproque.

5. Pour d�emontrer le sens r�eciproque, on pourra penser �a f aire la division euclidienne de A par ( X � A ) et �etudier le reste.
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Th�eor�eme 9:15

Soit A 2 K [X ]; n 2 N ?; (� 1; :::; � n ) 2 (N ?)n ; (a1; :::; an) 2 K n , ai 6= aj d�es quei 6= j . Alors :
nY

i =1

(X � ai )� i jA , Pour tout i , ai est une racine d'ordre au moins� i .

Exemple 9:16

Soit A = � 2592+1728X +1994X 2 � 600X 3 � 560X 4 +16X 5 +56X 6 +8X 7 = 8( X +3) 4(X � 1)(X � 2)2.

Alors (X + 3) 2(X � 1) divise A. Donc � 3 et 1 sont des racines d'ordre au moins 2 et 1 (en r�ealit�e 4 et
1).

Exercice 9.9 D�emonstration

Le sens direct est imm�ediat. Faire la r�eciproque par r�ecurrencesur n 2 N
?
.

Corollaire 9:17

Soit A 2 K [X ], (a1; :::; as) s racines distinctes deA d'ordre au moins(� 1; :::; � s). Notons � le coe�cient
dominant deA et n = deg(A).

Si n =
sX

i =1

� i alors A = �
sY

i =1

(X � ai )� i .

Exemple 9:18

Dans l'exemple pr�ec�edent, le polynôme (X + 3) 2(X � 1) avait pour degr�e 36= deg(A) = 7.

En revanche, si on consid�ere le polynôme (X + 3) 4(X � 1)(X � 2)2 qui divise A alors � 1 + � 2 + � 3 =
4 + 1 + 2 = 7 = deg(A).

Comme le coe�cient dominant de A (le coe�cient devant la plus grande puissance deA) est 8, alors
A = 8( X + 3) 4(X � 1)(X � 2)2.

Exercice 9.10 D�emonstration

D'apr�es la proposition pr�ec�edente, il existe B 2 K [X ] tel que A = B
sY

i =1

(X � ai )� i .

En d�eterminant le degr�e de B, conclure.

Corollaire fondamental 9:19

Un polynôme non nul de degr�en admet au plusn racines compt�ees avec leur ordre de multiplicit�e. En
particulier, si un polynôme de degr�e inf�erieur ou �egal �a n poss�eden + 1 racines alors ce polynôme est nul.

Exemples 9:20

ˆ X 2 + 1 est de degr�e 2 et admet 0 racine. La somme des multiplicit�es des racines est inf�erieur au degr�e
du polynôme.

ˆ X 2 + 2X + 1 est de degr�e 2 et admet une racine de multiplicit�e 2. La somme desmultiplicit�es des
racines est �egal au degr�e du polynôme.

ˆ X 2 � 1 est de degr�e 2 et admet deux racines de multiplicit�e 1. La somme des multiplicit�es des racines
est �egale au degr�e du polynôme.

ˆ Si l'on consid�ere un polynôme de degr�e 2, on sait que l'on peut trouver 0, une ou deux racines.
Autrement, si l'on trouve 3 racines ou plus, c'est qu'il s'agit du polyn^ome nul.
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9.5 D�ecomposition sur R et sur C

9.5.1 Sur C

Th�eor�eme 9:21 : : th�eor�eme de d'Alembert Gauss (admis)
Tout polynôme complexe non constant poss�ede au moins une racine.

Th�eor�eme 9:22 : : corollaire du pr�ec�edent

Tout polynôme complexe est scind�e surC i.e. si P 2 C[X ] alorsP s'�ecrit sous la forme P = �
sY

i =1

(X � ai )� i .

Remarque 9:23
Cela est faux surR : en e�et, le polynômeX 2 + 1 n'est pas scind�e6 sur R mais l'est surC :

(X 2 + 1 = ( X � i )(X + i )).

9.5.2 Sur R

Th�eor�eme 9:24 : Th�eor�eme de factorisation sur R (admis)
Soit P 2 R[X ]. Alors :

P(X ) = �
sY

i =1

(X � ai )� i

rY

j =1

(X 2 + bj X + cj )� j , avec� j = b2
j � 4cj < 0.

Interpr�etation 9:25
Ainsi, dans R[X ], tout polynôme de degr�e sup�erieur ou �egal �a 3 est d�ecomposable en un produit de

polynômes de degr�e 1 et de degr�e 2. Les polynômes de degr�e 2ne sont d�ecomposables en polynômes de
degr�e 1 que si le discriminant � associ�e est sup�erieur ou �egal �a 0, i.e. s'ils admettent des racines dansR.

Remarque 9:26
Finalement, on peut toujours d�ecomposer dansC[X ] (pour les polynômes de degr�e au moins 2) car il

est toujours possible de trouver des racines (si l'on pense �a la r�esolution des �equations de degr�e 2, on peut
toujours trouver une solution dansC), ce qui n'est pas le cas dansR.

Exercice 9.11 Exemple

1. En �ecrivant z sous sa forme exponentielle, r�esoudre dansC l'�equation z4 = � 1. Conclure quant
�a une factorisation deX 4 + 1 sur C.

2. En remarquant queX 4 + 1 = X 4 + 2X 2 + 1 � 2X 2, proposer une factorisation deX 4 + 1 sur R.
7

9.6 Exercices

Exercice 9.12
Factoriser dansC[X ]

1. X 6 + 27.

2. X n � 1, o�u n 2 N ? (les racines sont appel�ees racines ni�eme de l'unit�e).

Exercice 9.13

D�eterminer le complexea tel que P = X 4 � X + a et Q = X 2 � aX + 1 aient deux racines communes
distinctes. 8

Exercice 9.14

D�eterminer la valeur de d telle que le polynômeP(X ) = 2 X 3 � X 2 � 7x + d 2 C[X ] poss�edent deux
racines dont la somme est �egale �a 1.

6. En e�et, sinon il existerait � 2 R tel que � soit une racine de X 2 + 1, i.e. tel que � 2 + 1 = 0 soit � 2 = � 1.
7. Pour la question 2, pensez aux identit�es remarquables.
8. Pensez que l'on peut �ecrire Q comme Q(X ) = 1( X � b)( X � c) avec b 6= c puisque Q a pour coe�cient dominant 1 et deux racines distinctes.
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Exercice 9.15
N Soit P un polynôme deR[X ] de fonction polynomialef associ�ee p�eriodique (c'est �a dire qu'il existe
un r�eel T tel que pour tout r�eel x, f (x + T) = f (x)).
Montrer que P est un polynôme constant. 9

Exercice 9.16 Lib�erer, d�eriver

Soit A =
nX

k=0

akX k .

On appellepolynôme d�eriv�e de A le polynôme not�e A0 d�e�ni par A0 =
nX

k=1

akkX k� 1:

1. Soit P = X 3 + 3X 2 � 2X � 7. V�eri�er que la d�e�nition du polynôme d�eriv�e est coh�erent a vec la
d�eriv�ee usuelle de ~P.

Par commodit�e et par manque de place, on admettra pour les questions suivantes que tout ce
que l'on connâ�t de la d�erivation fonctionne de la même mani�ere ici (produit, primitive

notamment).

2. N Pour k 2 N ?, on notek! = k � (k � 1)� ::: � 2� 1 la factorielle de k (se lit aussi "k factoriel").

D�emontrer la formule de Taylor : Pour a 2 K , P(X ) =
deg(P )X

k=0

P (k)(a)
k!

(X � a)k .

3. D�emontrer le th�eor�eme suivant, permettant de caract�eriser l'ordre d'une racine d'un polynôme �a
l'aide de la d�erivation :
Soit P 2 K [X ] de degr�en > 1 et a 2 K . Alors :
a est une racine d'ordren de P , P(a) = P0(a) = ::: = P (n� 1)(a) = 0 et P (n)(a) 6= 0.

10

Exercice 9.17
Soit P et Q deux polynômes deK[X ] tels quePjQ.
Est-ce queP0jQ0?

9. Indication : consid�erer le polynôme Q(X ) = P (X ) � P (0).
10. La formule de Taylor de cet exercice est �a rapprocher de l a formule de Taylor avec reste int�egral (chapitre 4).



Chapitre 10

Espace vectoriel en dimension �nie

Avertissement : il est imp�eratif d'avoir travailler le chapitre "espace vectoriel" avant ce chapitre.

Dans tout le chapitre, on noteraE un K -ev.

10.1 Introduction g�eom�etrique

� Une droite est unespace vectoriel de dimension 1 (sachant que dans un ev, un �el�ement
passe n�ecessairement par l'origine, il faut et il su�t un seul vecteur pour d�e�nir une droite). On
l'associe �aR.

� Un plan passant par 0R 2 = (0; 0) est un espace vectoriel de dimension 2 (deux vecteurs su�sent
et sont n�ecessaires pour d�e�nir un plan). On l'associe �aR 2.

� Le lecteur perspicace aura devin�e : l'espace tel que nous le repr�esentons (contenant 0R 3 =
(0; 0; 0)) est un espace vectoriel de dimension 3. On l'associe �aR 3.

� Dans l'espace de dimension 3, un plan passant par 0R3 est un sous-espace vectoriel de dimension
2 et une droite passant par 0R 3 est un sous-espace vectoriel de dimension 1.

� En�n, deux vecteurs non colin�eaires sont �egalement appel�eesvecteurslibres .
� A titre d'informations, une droite ne passant pas par l'origine est un espace a�ne (c'est

�evidemment li�e �a la d�e�nition d'une fonction a�ne !) et c ette notion se g�en�eralise pour les espaces
vectoriels de dimension 2, 3, 4... Toujours �a titre d'informations, l'espace vectoriel de dimension 4
est appel�e "hyperespace".

Exercice 10.1 Au fait...
...�a quoi correspond un espace vectoriel de dimension nulle ?

10.2 Base

D�e�nition 10:1
Soit n un entier naturel non nul.
Soit (e1; :::; en ) une famille d'�el�ements de E.

� Si E = V ect(e1; :::; en ), alors (e1; :::; en ) est unefamille g�en�eratrice de E.
Dit autrement, tout �el�ement de E peut s'exprimer comme combinaison lin�eaire des (e1; :::; en ).

� Si, pour tout (� 1; :::; � n ) 2 K n ,

"
nX

k=1

� kek = 0E ) � 1 = ::: = � n = 0K

#

, alors (e1; :::; en ) est une

famille libre de E.
Dans le cas contraire, c'est unefamille li�ee .

� Une famille �a la fois libre et g�en�eratrice de E est unebase de E.

Remarques 10:2

ˆ Rappelez-vous, dans l'espace, pour que trois pointsA, B et C d�e�nissent un plan, il faut que
�!
AB et

�!
AC soient des vecteurs non colin�eaires (donc libres). Cela induit que l'onpeut exprimer tout autre
vecteur en fonction de ces deux-l�a.
Dans cas, (

�!
AB;

�!
AC) est une famille de deux vecteurs du plan d�e�nissant une base de plan.

61
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ˆ Pour qu'une famille de vecteurs soit une base en g�eom�etrie, il fautdonc que les vecteurs ne soient
pas colin�eaires et que l'on puisse exprimer tous les autres vecteursen fonction des vecteurs de cette
famille.
Pourquoi parler alors de familles libres et non de vecteurs colin�eaires ? En fait, la notion de "vecteurs
colin�eaires" est propre �a la g�eom�etrie. Or nous avons vu dans lechapitre sur les ev que ceux-ci
pouvaient être tr�es vari�es, avec par exemple des ev de fonctions. Pour ceux-ci, la racine "colin�eaire"
(qui partage une même ligne) n'aurait aucun sens. Le terme g�en�erique qui a alors �et�e choisi est
"libre", ce qui doit être compris comme "deux vecteurs de la famille ne sont pas proportionnels, donc
ne d�ependant pas, des autres de la famille".

Exemple 10:3

? B = ((1; 0); (0; 1)) est une base deR 2 (elle est appel�ee base canonique).
? En e�et, pour tout �el�ement de R 2, c'est �a dire s'�ecrivant sous la forme (a; b), on peut �ecrire que

(a; b) = a(1; 0) + b(0; 1). B est donc une famille g�en�eratrice deR 2.
? De plus, soit � et � tels que� (1; 0) + � (0; 1) = 0R 2 = (0; 0).
Alors : (0; 0) = ( � ; � ). Donc : � = 0 = � .
Donc : la famille ((1; 0); (0; 1)) est libre.
? B est donc g�en�eratrice et libre deR 2 : c'en est donc une base.

Exercice 10.2 Exemples

1. Donner un exemple d'une famille de cardinal 2 deR 2 (c'est �a dire comportant deux �el�ements)
qui ne soit pas une famille libre.

2. D�eterminer une base deR 3 (autre que la base canonique ((1 ;0 ;0), (0 ;1 ;0) , (0 ;0 ;1)) ).

3. Justi�er que (1; X; X 2; :::; X n) est une base de l'espace vectoriel des polynômes de degr�e au plus
n.

Th�eor�eme 10:4

(e1; :::; en ) est une base deE , 8 x 2 E, 9 ! (� 1; :::; � n) 2 K n : x =
nX

k=1

� kek .

Exercice 10.3 D�emonstration

1. D�emonstration du sens direct.

(a) Soit x 2 E. Justi�er de l'existence d'une famille (� 1; :::; � n) 2 K n telle quex =
nX

k=1

� kek

(b) En utilisant le caract�ere libre de (e1; :::; en ), d�emontrer l'unicit�e d'une telle famille.

2. D�emonstration du sens r�eciproque.

(a) Justi�er que ( e1; :::; en ) est une famille g�en�eratrice.

(b) Justi�er que ( e1; :::; en ) est une famille libre et conclure.

Remarque 10:5

(� 1; :::; � n ) sont lescoordonn�ees de x.
Pensez aux coordonn�ees dans le cube. Une fois que les vecteurs de la base sont choisis, les coordonn�ees

de chacun des sommets sont uniques. C'est ce que raconte ce th�eor�eme.

Exercice 10.4

D�eterminer les coordonn�ees du polynômeX 3 � 2X 2 + 7 � 4X dans l'espace vectoriel des polynômes
de degr�e au plus 5 muni de la base canonique (1; X; X 2; X 3; X 4; X 5).
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10.3 Notion de dimension �nie

D�e�nition 10:6
E est dit de dimension �nie si E poss�ede une famille g�en�eratrice �nie.

Th�eor�eme (admis) 10:7
� De toute famille g�en�eratrice �nie de E, on peut extraire une base deE.
� Toute famille libre d'un ev E de dimension �nie peut être compl�et�ee en une base deE.

D�e�nition/Proposition 10:8
Soit E un ev de dimension �nie.
Si B et B 0 sont deux bases deE, alors1 card(B) = card(B 0).
Ce cardinal commun est appel�eedimension de E et est not�e dim(E).

Exemple 10:9
� ((1; 0); (0; 1)) est une base deR 2 et est de cardinal 2 :R 2 est donc de dimension 2.
� ((1; 0; 0); (0; 1; 0) est une famille libre deR 3, compl�etable en une base (la base canonique).
� ((1; 0; 0); (1; 1; 0); (0; 1; 0); (0; 0; 1)) est une famille g�en�eratrice deR 3, dont on peut extraire une

base (la base canonique, l�a encore2).

Exercice 10.5 Autres exemples

1. Donner la dimension deC commeC-ev puis commeR-ev.

2. Donner la dimension de l'ev des polynômes de degr�e inf�erieurs ou�egal �a n 2 N (non, ce n'est
pas n!).

N A partir d'ici, ce n'est plus la même limonade ! On passe �a l'abstrait. Le cours est d�epouill�e comme
peut l'être un cours dans le sup�erieur.�A vous de faire l'e�ort de comprendre. Pensez �a la g�eom�etrie dans
l'espace et cherchez vos propres exemples.

10.4 Dimension et application : une s�erie de th�eor�emes (t r�es) utiles

Th�eor�eme (admis) 10:10
Soit n un entier naturel non nul.

Soit E un espace vectoriel de dimension �nie dontB = ( e1; :::; en) est une base.
Alors toute famille libre deE a un cardinal inf�erieur ou �egal �a n.

Corollaire 10:11
Soit E un espace vectoriel de dimension �nien dont F est une famille libre.

Alors : card(F ) = n , F est une base deE.

Exercice 10.6 D�emonstrations par l'absurde

1. Montrer le lemme suivant : "SoitF une famille libre deE et soit u 2 E. F [ f ug est encore une
famille libre de E si et seulement siu =2 vect(F )."

2. �A l'aide de ce lemme et du th�eor�eme pr�ec�edent, d�emontrer le corollaire.

Remarque 10:12
En r�esum�e, une famille libre d'un ev de dimension �nien a au plusn �el�ements, avec �egalit�e si et seulement

si cette famille est une base.

Th�eor�eme 10:13
Si E est unK -ev de dimension �nie, alors toutsev F deE est aussi de dimension �nie etdim(F ) 6 dim(E).
De plus :dim(F ) = dim(E) , F = E.

1. card(B ) est le cardinal de B , c'est �a dire le nombre d'�el�ements de B .
2. Quelle originalit�e, c'est dingue !
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Th�eor�eme 10:14
Soit E un K -ev de dimension �nie etF un K -ev.
f : E ! F est un isomorphisme, F est de dimension �nie etdim(E) = dim(F ).

Th�eor�eme 10:15 : : existence du suppl�ementaire
Soit E un K -ev de dimension �nie etA un sev deE. Alors il existe B , sev deE, tel que :A

L
B = E.

En particulier, on a alors dim(A) + dim(B) = dim(E).
De plus, si(e1; :::; ep) est une base deA et (ep+1 ; :::; en ) une base deB,

alors (e1; :::; ep; ep+1 ; :::; en ) est une base deE.

Th�eor�eme 10:16 : Formule de Grassman 3

Soit A et B deux sev de dimension �nie deE.
Alors A + B et A \ B sont de dimension �nie etdim(A + B) = dim(A) + dim(B) � dim(A \ B).

Exercice 10.7 D�emonstration

1. Montrer qu'il existe C sev deA tel que dim(A) = dim(A \ B) + dim(C).

2. Montrer que B + C = A + B puis queB
L

C = A + B.

3. Conclure.

Exercice 10.8
La lectrice courageuse pourra d�emontrer les autres th�eor�emes de cette partie.

Exemple 10:17
Comme je suis pas drôlement sympa, voici un exemple.
ˆ On se place dans l'espace associ�ee �aE = R 3.
ˆ A = vect[(1; 0; 0); (2; 1; 0)] est une famille libre deE, correspondant au plan de vecteurs directeurs

(1; 0; 0) et (2; 1; 0). Son cardinal est de 2 et est inf�erieur �a la dimension deE, qui est 3.
ˆ On peut compl�eter A avecB = vect((0; 0; 7)). Dans ce cas,A et B sont en somme directe dansE.

Comme (e1; e2) = ((1 ; 0; 0); (2; 1; 0)) est une base deA et que (e3) = (0 ; 0; 7) est une base deB, alors
(e1; e2; e3) = ((1 ; 0; 0); (2; 1; 0)); (0; 0; 7) est une base deE

10.5 Rang d'une application lin�eaire

Dans cette partie, on consid�ere une applicationf 2 L (E; F ).

D�e�nition 10:18
Le rang de f est la dimension deIm (f ), quand cette derni�ere est �nie.

Exercice 10.9 Proposition N

Montrer que si E ou F est de dimension �nie, alorsf est de rang �ni et rg(f ) 6 dim(F ).

Th�eor�eme fondamental 10:19 : : formule du rang
Soit E un K ev de dimension �nie.
Si f 2 L (E; F ), alors dim(E) = dim(ker(f )) + rg(f ).

Exercice 10.10 D�emonstration

1. Commen�cons par montrer le lemme suivant :
"Soit G un sev suppl�ementaire deker(f ) dans E alors � : G ! Im (f ); x 7! f (x) est un
isomorphisme".

2. Conclure.
4

3. On pourrait noter l'�etonnante similitude qui existe ent re cette formule et celle de la probabilit�e de l'union vue au lyc�ee.
4. Attention, pour la d�emonstration du lemme, il faut (bri� evement) justi�er l'existence d'un tel suppl�ementaire.
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Remarque 10:20
Que raconte au fond ce th�eor�eme ? Lorsque l'on travaille en dimension �nie, le noyau d'une application

lin�eaire 5 a pour suppl�ementaireG, qui est isomorphe �a l'image de application lin�eaire.
Un �el�ement de E peut donc s'�ecrire comme somme d'un �el�ement du noyau def et d'un �el�ement de l'image

f . Grossi�erement, soit vous êtes dans le noyau (ker(f )), soit vous êtes dans l'ensemble des �el�ements amput�e
du noyau (G).

Exercice 10.11 Application

Soit D : R n [X ] ! R n [X ]; P 7! P0 l'application qui �a tout polynôme de degr�e au plus n associe le
polynôme d�eriv�e.
Montrer que Im (D) = R n� 1[X ]. 6

Th�eor�eme 10:21 : : caract�erisation des isomorphismes
Soit E, F deuxK -ev de dimension �nie, f 2 L (E; F ). On suppose de plus quedim(E) = dim(F ).
Alors : f est injective , f est surjective, f est bijective.

Exercice 10.12 D�emonstration
Montrer que : f est injective ) f est surjective) f est injective.

Remarques 10:22
ˆ C'est �evidemment faux en dimension in�nie ou siE et F non pas même dimension !
ˆ Par exemple, soitf : R 2 ! R ; (x; y) 7! x. f 2 L (R 2; R) est surjective mais n'est pas injective

((0; 1) 2 ker(f ) et (0; 1) 6= (0 ; 0)) 7.

10.6 Exercices

Exercice 10.13 Sur une remarque a priori anodine

Donner un exemple d'une fonction lin�eaire surjective mais non injective.

Exercice 10.14 Sur les familles libres
Soit f et g les fonctions d�e�nies pour tout r�eel x par f (x) = x et g(x) = exp(x).
Montrer que la famille de fonctions (f; g ) est une famille libre de l'ev des fonctions r�eelles d�e�nies sur
R. 8

Exercice 10.15 Dimension d'un sev de R 3

Soit E = f (x; y; z) 2 R 3 : x + y + z = 0g.

1. Montrer que E est bien unR-sev deR 3 :

(a) �a l'aide du th�eor�eme de caract�erisation des sev ;

(b) �a l'aide de l'application � : R 3 ! R ; (x; y; z) 7! x + y + z.

2. D�eterminer une famille libre de cardinal 2 (c'est �a dire une famille libre de deux �el�ements) deE.

3. E peut-il être de dimension 3 ? Conclure quant �a la dimension deE. Pouvait-on anticiper ce
r�esultat ?

4. En d�eduire le rang de� . Comment peut-on g�eom�etriquement interpr�eter ce r�esultat ?

Exercice 10.16 Forc�ement non r�eduit �a z�ero

Soit F et G deux plans dans l'espace vectorielR 3. Montrer que F \ G 6= (0 ; 0; 0), c'est �a dire que
l'intersection des deux plans ne peut pas être r�eduit au point de coordonn�ees (0; 0; 0). 9

5. Donc, basiquement, les ant�ec�edents de 0.
6. Voir la partie exercices du chapitre "Polynômes" pour la d�e�nition (certes intuitive) du polynôme d�eriv�e.
7. Rappelons en e�et qu'une application lin�eaire de E dans F est injective si et seulement si son noyau est r�eduit �a 0 E .
8. La fonction f est appel�ee fonction identit�e.
9. Rappelons que puisque l'on travaille dans les espaces vectoriels, tous les ev passent par (0 ; 0; 0). Donc il y a au moins le point de coordonn�ees

(0; 0; 0) dans l'intersection.
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Exercice 10.17 Forc�ement non r�eduit �a z�ero - le retour

Soit F et G deux sev de dimension 3 deR 5. Montrer que F \ G 6= 0R 5 .

Exercice 10.18 Le rang de Grassman

Soit E un K -ev de dimension �nie.

1. Soit (f; g ) 2 L (E)2. Montrons querg(f + g) 6 rg(f ) + rg(g).

2. On suppose de plus quef + g est bijective et que :8x 2 E; g(f (x)) = 0 E .
Montrer que rg(f ) + rg(g) = dim(E):

Exercice 10.19 Histoires de bases, sans guide

Les di��erentes questions sont ind�ependantes les unes desautres.

1. D�eterminer une base deG = f (x; y; z) : x + 2y + z = 0g, sev deR 3.

2. Soit P un polynôme de degr�en. Montrer que la famille compos�ee deP et de sesn d�eriv�ees
successives non nulles forme une base deR n [X ] (polynôme de degr�e au plusn).

3. Soit H : R 3 ! R 3; (x; y; z) 7! (y + z; x + y + z; x).
D�eterminer la dimension ainsi qu'une base pourker(H ) et Im (H ).

Exercice 10.20 Polynômes d'interpolation de Lagrange, un grand classiqu e !

Soit (a0; :::; an ) 2 K n+1 , (b0; :::; bn ) 2 K n+1 tels que pour tout i 2 [0;n], ai 6= bi . On veut montrer qu'il
existe un unique polynôme de degr�en de K [X ] tel que pour tout i 2 [0;n], P(ai ) = bi .

1. Soit � : K n [X ] 7! K n+1 ; Q 7! (Q(a0); :::; Q(an )). D�emontrer que � est lin�eaire.

2. D�emontrer que � est injective.

3. A l'aide du corollaire du th�eor�eme de caract�erisation des isomorphismes, conclure.



Chapitre 11

�Elements de correction des exercices

Avertissement sur cette partie : certains corrig�es sont pa rtiels, d'autres, plus rares sont complets, tous
comportent largement su�samment d'informations pour vous permettre de �nir.

11.1 Quelques �el�ements de logique

Solution exercice 1.1
Pas de bonne r�eponse ! S'il dit la v�erit�e, alors c'est qu'il est en tra in de mentir, ce qui est contradictoire. De même, s'il

ment, alors cela signi�e qu'il n'est pas en train de mentir, ce qui est tout aussi contradictoire ! C'est donc un paradoxe.

Solution exercice 1.2
L'implication ("Si ABCD est un carr�e, alors ABCD est un parall�elogr amme") est vraie, la r�eciproque ("si ABCD est un

parall�elogramme, alors ABCD est un carr�e") est fausse.

Solution exercice 1.3

1. Si un triangle ABC est rectangle en A, alors il est inscrit dans un cercle de diam�etre [BC] : vrai.

2. Si un triangle est isoc�ele, alors un de ses m�edianes est aussi hauteur : vrai.

3. Si un quadrilat�ere a des diagonales de mêmes longueur, alors c'est un rectangle : faux (contre-exemple : un trap�eze
bien choisi. Attention, le carr�e �etant un rectangle particulier, ce n'est pas un contre-exemple).

Solution exercice 1.4
� D�emontrons dans un premier temps que siz est un imaginaire pur alorsz2 < 0.
Comme z est un imaginaire pur, il exsite y 2 R tel que z = iy .
donc : z2 = ( iy )2 = i 2y2 = � y2 < 0.
Donc le sens r�eciproque est v�eri��e.

� R�eciproquement, d�emontrons le sens direct. Supposons donc que z soit un complexe tel quez2 < 0.
A noter que l'on ne peut �ecrire x < 0 que six est un r�eel : cela n'a pas de sens avec un complexe ! Cela signi�e doncque

z2 2 R .
Soit a et b deux r�eels tels quez = a + ib.
Alors : z2 = ( a + ib)2 = a2 + 2 aib � b2.
Or : z2 est un r�eel. Donc 2ab= 0 i.e soit a = 0 soit b = 0. On a donc trois cas possibles :
? Si a = 0 et b 6= 0 alors z2 = � b2 donc z2 < 0
? Si a 6= 0 et b = 0 alors z2 = a2 donc z2 > 0.
? Si a = 0 et b = 0 alors z2 = 0.
Comme z2 < 0, on en d�eduit que a = 0 et b 6= 0, i.e. z = ib.
Ainsi : z est bien un imaginaire pur.

� Conclusion : z2 < 0 si et seulement siz est un imaginaire pur.

Solution exercice 1.5
La premi�ere est vraie pour tout r�eel x (c'est une identit�e remarquable).
Il existe une valeurs dex pour lesquelles la deuxi�eme �egalit�e est vraie (pour x = 0) mais elle n'est pas toujours vraie

(fausse pourx = 1 par exemple).

Solution exercice 1.6
(1) , B ) ; (2) , (A) ; (3) , (C).

Solution exercice 1.7

1. 8

2. 9 (le milieu)

3. 9 (le milieu)

4. 8 (in�egalit�e triangulaire)

5. 9 (tout point de la m�ediatrice)

6. ni l'un ni l'autre, sinon A = B .
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Solution exercice 1.8

x x2 > 1 x < 0 x2 > 1 et x < 0 x2 > 1 ou x < 0
� 5 Vrai Vrai Vrai Vraip

3 Vrai Faux Faux Vrai
� 0; 8 Faux Vrai Faux Vrai

5
6

Faux Faux Faux Faux

A l'aide de cet exercice, on comprend d�es qu'une propri�et�e est fausse, le "et" est faux et pour que le "ou" soit vrai, il faut
que soit l'un, soit l'autre, soit les deux soient vraies.

Solution exercice 1.9

1. �A : ne pas obtenir un tr�ee. �B : ne pas obtenir un roi et ne pas obtenir une dame (la n�egation du "ou" donne du
"et", et r�eciproquement ).

2. �C : aucune carte n'est un as.�D : il existe au moins une carte qui ne soit pas un coeur (la n�egation de "pour tout"
donne du "il existe", et r�eciproquement ).

Solution exercice 1.10

1. Soit n un entier naturel tel que n2 soit pair.
Montrons par l'absurde que n est pair �egalement.
Supposons donc quen ne soit pas pair, c'est �a dire quen soit impair.
Alors : il existe un entier naturel k (k 2 N ) tel que n = 2 k + 1.
D'o�u : n2 = (2 k + 1) 2 = 4 k2 + 4 k + 1 = 2(2 k2 + k) + 1.
Donc : n2 est impair, ce qui contradictoire avec notre hypoth�ese de d�epart !
Donc : n ne peut pas être impair.
Donc : n est pair.

2. R�eciproquement, supposons quen soit pair. Alors il existe k 2 N tel que n = 2 k.
Donc : n2 = 4 k2 = 2 � 2k2.
Donc : n2 est pair.
Donc : la r�eciproque est vraie.

Remarque : La propri�et�e est donc une �equivalence ! Ainsi : n pair , n2 pair.

Solution exercice 1.11 Quelques pistes pour trouver la solution par vous-même.

1. Ici, les hypoth�eses de l'�enonc�e sont : P//P' ; Q coupe P.
On veut montrer alors que Q coupe aussi P'.
Ajoutons donc l'hypoth�ese : Q ne coupepas P' et montrons que c'est absurde.

(a) Que dire alors de Q et P' ?

(b) Que peut-on en d�eduire pour Q et P ? Quelle est la contradiction ?Conclure.

2. Montrons, toujours par l'absurde, que : (d)==(d0).

(a) Quelle hypoth�ese suppl�ementaire faut-il faire ?

(b) Pourquoi les droites (d) et (d0) sont-elles alors s�ecantes? Attention, deux droites dans l'espace ne sont pas seulement
soit s�ecantes, soit parall�eles...

(c) Soit I leur point d'intersection. Montrer que : I 2 P et I 2 P0.

(d) Conclure.

Solution exercice 1.12
Montrons par l'absurde que

p
2 est irrationnel.

Supposons donc que
p

2 est rationnel, c'est �a dire qu'il existe deux entiers relatifs p et q tels que
p

2 =
p
q

. On suppose de

plus que la fraction
p
q

est irr�eductible.

Alors : 2 =
p2

q2 i.e. p2 = 2 q2.

Donc : p2 est pair. Donc, d'apr�es l'exercice pr�ec�edent, p est pair.
Ainsi, il existe m 2 N tel que p = 2 m. D'o�u : p2 = 4 m2.
D'o�u : 4 m2 = 2 q2 , 2m2 = q2.
Donc : q2 est pair c'est �a dire q est pair.
Il existe donc n 2 N tel que q = 2 n.

D'o�u :
p
q

=
2m
2n

=
m
n

.

Or :
p
q

est irr�eductible ! On aboutit donc �a une contradiction.
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Donc :
p

2 n'est pas rationnel, c'est �a dire
p

2 est irrationnel.

Note : pour la lectrice curieuse, montrer que
1
3

n'est pas d�ecimal, c'est �a dire qu'il n'existe aucun couple d'entiers (m; n) 2

Z � N tels que
1
3

=
m

10n .

Solution exercice 1.13

1. (x ; y) d�e�nit un TRPI si et seulement si, d'apr�es le th�eor�eme de Pyth agore,y2 = x2 + ( x + 1) 2 = 2 x2 + 2 x + 1

2. Remarquons que 16 x < y d'apr�es l'in�egalit�e triangulaire.
Si x = 1, alors y2 = 2 � 12 + 2 � 1 + 1 = 7. Ainsi, y =

p
7 =2 Z.

De même pourx = 2. En revanche, pour x = 3, y2 = : : : = 25 donc y = 5. Donc (3; 5) est un TRPI, et ce sont les plus
petites valeurs fonctionnant.

3. (a) ? Montrons le sens direct de la proposition, c'est �a dire montrons quesi n est un nombre impair, alorsn2 est aussi
un nombre impair.
On sait que sin est un nombre impair, il existe un autre entier naturel k tel que n = 2 k + 1.
Alors : n2 = (2 k + 1) 2 = (2 k)2 + 2 � 2k � 1 + 12 = 4 k2 + 4 k + 1 = 2(2 k2 + 2 k) + 1 = 2 k0+ 1, o�u k0 = 2 k2 + 2 k est
un entier naturel.
Donc : n2 est bien un nombre impair.

? R�eciproquement, montrons que sin2 est un nombre impair alorsn est un nombre impair.
Pour cela, r�ealisons une d�emonstration par l'absurde.
Supposons donc quen soit un nombre pair.
Il existe alors un entier naturel k tel que n = 2 k.
Donc : n2 = (2 k)2 = 4 k2 = 2 � 2k2, o�u 2 k2 est un entier naturel.
Donc : n2 est pair, ce qui est en contradiction avec le fait quen2 soit impair.
Notre hypoth�ese de d�epart est donc fausse.
Ainsi, n ne peut pas être pair.n est donc bien un nombre impair.

? Conclusion : n est un nombre impair si et seulement sin2 est un nombre impair.

(b) D'apr�es la question 1, y2 = 2( x2 + x) + 1 = 2 k + 1, avec k = x2 + x 2 Z.
Donc y2 est un nombre impair. Donc, d'apr�es la question pr�ec�edente, y est un nombre impair.

4. Si (x; y) d�e�nit un TRPI, alors 1 = y � y + x(� 2x � 2) = ya + xb, avec (a; b) 2 Z2.
Donc, d'apr�es le th�eor�eme de Bezout, x et y sont premiers entre eux.

Solution exercice 1.14
Remarquons que puisqueAC est le plus grand côt�e, le triangle, s'il est rectangle, ne peut être rectangle que enB .
Or : AB 2 + BC 2 = 9 + 16 = 25 et AC 2 = 36.
Donc, d'apr�es la contrapos�ee du th�eor�eme de Pythagore, le triangle ABC n'est pas rectangle en B.

Solution exercice 1.15
Montrons par contrapos�ee que sin2 est pair alors n est pair.
Si n est impair ("non Q"), alors il existe k 2 N tel que n = 2 k + 1.
Donc : n2 = (2 k + 1) 2 = 4 k2 + 2 k + 1 est impair ("non P").
Conclusion : sin2 est pair, alors n est forc�ement pair (puisque sinonn2 serait impair) !

Solution exercice 1.16

1. Soit p 2 A. Montrons que P 2 B .
Comme p 2 A, alors p2 est pair.
Or, d'apr�es l'exercice 1.10, un entier n est pair si et seulement sin2 est pair �egalement.
On en d�eduit que p est pair.
Donc : p 2 B .
Ceci valant pour tout �el�ement de A, on en conclut queA est inclus dansB .

2. Soit f 2 C. Montrons que f est une fonction paire.
Comme f 2 C, il existe un entier n tel que pour tout r�eel x, f (x) = x2n = ( x2)n .
Ainsi, pour tout r�eel x, f (� x) = (( � x)2)n = ( x2)n = x2n = f (x).
Donc : f est une fonction paire.
Ceci valant pour tout �el�ement de C, on en conclut queC est inclus dans l'ensemble des fonctions paires.

11.2 Quelques structures alg�ebriques

11.2.1 Partie cours

Exemple d'introduction



70 CHAPITRE 11. �ELEMENTS DE CORRECTION DES EXERCICES

� � 1 1
� 1 1 � 1
1 � 1 1

+ � 1 1
� 1 � 2 0
1 0 2

Dans le premier tableau, on obtient toujours des nombres de d�epart (soit 1, soit � 1). Ce n'est pas le cas pour le second
tableau : on commence avec l'ensemblef� 1; 1g et on en sort puisque l'on obtient � 2, 0 et 2.

Solution exercice 2.1

1. Pour tous (x; y; z) 2 Z3, alors x + y 2 Z, (x + y) + z = x + ( y + z), e = 0, � x est le sym�etrique de x (x + ( � x)) = 0.

2. Même principe que l'exemple d'intro, avec 4 entr�ees en ligne et en colonne.

3. La propri�et�e 4 n'est pas v�eri��ee. En e�et, 42 2 N mais 8n 2 N , 42+ n 6= 0. Donc : 42 n'admet pas d'�el�ement sym�etrique.

4. Non (4 n'est pas v�eri��ee : en e�et, l'�el�ement neutre est 1 e t 0 n' pas d'inverse).

5. Oui (en particulier car ( f + g)0 = f 0+ g0).

6. Non commutatif car pour (A; B ) 2 M 2(R )2, AB n'est pas forc�ement (et même tr�es rarement) �egal �a BA . L'�el�ement
neutre est la matrice identit�e. Le reste se v�eri�e facilement.

Solution exercice 2.2

1. Soient deux �el�ements e0 et e de G v�eri�ant la propri�et�e 3. Alors : e0 = e0? e car e est "neutre" et e0? e = e car e0 est
"neutre". Donc : e0 = e. D'o�u l'unicit�e.

2. Soient y, z deux �el�ements de G v�eri�ant les propri�et�es de sym�etrique de x. Alors : y = y ? e= y ?(x ? z) = ( y ? x) ? z =
e ? z = z.

3. (x ? y) ? (y� 1 ? x� 1) = ::: = e et (y� 1 ? x� 1) ? (x ? y) d'o�u la conclusion avec l'unicit�e du sym�etrique.

Solution exercice 2.3

1. e = e0� 1 ? e0 = ( e0� 1 ? e0) ? e0 = e ? e0 = e0:

2. Soit h0 le sym�etrique de h dans H . On rappelle qu'on note h� 1 le sym�etrique de h dans G. Alors : h0 = h0 ? e =
h0? (h ? h� 1) = ( h0? h?)h� 1 = e ? h� 1 = h� 1.

Solution exercice 2.4

1. Si (1) ) (2) et (2) ) (3) alors (1) ) (3). Si de plus (3) ) (1) alors (1) , (3). De même pour le reste.

2. Voir exercice pr�ec�edent + d�e�nition de groupe.

3. Supposons (2) vrai. AlorsH est non vide et pour tout (x; y) 2 H 2, commey� 1 2 H , x ? y� 1 2 H . Donc (3) est vraie.

4. Soit x 2 H (x existe car H est non vide). Alors : e = x � x � 1 2 H . D'o�u l'�el�ement neutre de H (propri�et�e 3 dans la
d�e�nition des groupes). De plus, si x � 1 = e ? x� 1 2 H . D'o�u le sym�etrique (propri�et�e 4). De plus, pour ( x; y) 2 H 2,
y� 1 2 H d'o�u x ? (y� 1)� 1 = x ? y 2 H (d'o�u la propri�et�e 1). L'associativit�e dans H d�ecoule de celle dansG.
Les 4 conditions sont donc v�eri��ees : H est un sous-groupe deG comme groupe inclus dansG.

Solution exercice 2.5
Les trois questions se font sans di�cult�e particuli�ere, en utilisan t la propri�et�e 3 d�emontr�ee pr�ec�edemment.
Par exemple,H est non vide (contient e) et e ? e� 1 = e� 1 = e 2 H . Donc : H est un sous-groupe deG.

Solution exercice 2.6

1. a � 0A = a � (0A + 0 A ) = a � 0A + a � 0A . D'o�u : 0 A = a � 0A � a � 0A = a � 0A . etc

2. a � (� b) + a � b = a � (b � b) = a � 0A = 0 A d'apr�es la propri�et�e pr�ec�edente. Donc : a � (� b) = � a � b. De même,
(� a) � b = � a � b. La suite est imm�ediate avec ce que l'on vient de d�emontrer.

3. D�emonstration par r�ecurrence.

Solution exercice 2.7 Se fait en v�eri�ant les 4 points de la d�e�nition de base d'un groupe (o n ne peut pour le coup
utiliser l'astuce consistant �a passer par les caract�erisations dessous-groupes). A noter que de nombreux points sont d�ej�a
v�eri��es par la d�e�nition de l'anneau !

Solution exercice 2.8

1. Sans di�cult�e, avec 0 comme �el�ement neutre pour l'addition et 1 comme �el�ement neutre pour la multiplication � .

2. Idem, avec la matrice nulle comme �el�ement neutre pour l'addition et la matrice identit�e comme �el�ement neutre pour
la multiplication.

Solution exercice 2.9

1. C'est �evidemment un anneau. De plus, pourq 2 Q, tel que q 6= 0, q est inversible, d'inverse
1
q

. C'est donc un corps.

2. A l'inverse (oh que c'est rigolo !...), les �el�ements deZ di��erent de 1 et de � 1 ne sont pas inversibles (en e�et, quelque

x 2 Z n f 1; � 1; 0g,
1
x

=2 Z). Donc non.
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11.2.2 Partie exercices

Solution exercice 2.10
Se fait sans di�cult�e, en utilisant la troisi�eme caract�erisation de s sous-groupes. On remarquera en particulier queZ est

e�ectivement non vide puisque e 2 Z .

Solution exercice 2.11
Idem, comme sous-groupe de (C; � ), qui est un groupe de r�ef�erence. C'est fois-ci, l'�el�ement n eutre est 1.
�A noter que ce groupe est le groupe dit des racines de l'unit�e.

Solution exercice 2.12
Il faut donc montrer que G est commutatif, c'est �a dire que pour tout ( x; y) 2 G2; x ? y = y ? x.
Remarquons au pr�ealable que la d�e�nition de G implique que tout �el�ement est son propre inverse (puisque8x 2 G; x?x = 1,

d'o�u le r�esultat par unicit�e de l'inverse).
Soit donc (x; y) 2 G2. Montrons que x ? y = y ? x.
Or : (x ? y) ? (y ? x) = x ? (y ? y) ? x = x ? 1 ? x = x ? x = 1.
Donc : (y ? x) = ( x ? y) � 1.
Or : x 2 G, y 2 G donc x ? y 2 G.
Donc (x ? y)� 1 = ( x ? y).
D'o�u : y ? x = x ? y. Donc G est bien commutatif.

Solution exercice 2.13 V�eri�ons les 4 points de la d�e�nition de groupe.

1. ? Pour (x; y) 2 G2, � 1 < x < 1 i.e jxj < 1 et de mêmejyj < 1.
Donc : jxyj < jyj donc jxyj < 1 i.e. � 1 < xy < 1.
D'o�u 0 < 1 + xy < 2.
? La suite est astucieuse, attention les yeux !
Pour ne pas perdre le lecteur, j'ai reproduit ci-apr�es une d�emarche de recherche au brouillon. Sur une copie, il faudrait
recopier cela dans "l'autre sens".

On veut x ? y 2 G i.e. � 1 <
x + y
1 + xy

< 1.

Or : 1 + xy > 0 (on vient de le montrer). D'o�u :

� 1 <
x + y
1 + xy

< 1 , � (1 + xy) < x + y < 1 + xy , j x + yj < 1 + xy , (x + y)2 < (1 + xy)2, ce qui est vrai car la

fonction carr�e est strictement croissante surR .
L'astuce est l�a, dans la mise au carr�e. Pourquoi cette id�ee ? C'est en d�eveloppant un carr�e que l'on peut faire apparâ�tre
le produit xy en partant d'une sommex + y : des choses devraient donc pouvoir se simpli�er.

D'o�u : � 1 <
x + y
1 + xy

< 1 , x2 + 2 xy + y2 < 1 + 2xy + x2y2 , x2 � x2y2 < 1 � y2 , x2(1 � y2) < 1 � y2.

Or : � 1 < y < 1 donc y2 < 1 donc 1� y2 > 0.

D'o�u : � 1 <
x + y
1 + xy

< 1 , x2 <
1 � y2

1 � y2 , x2 < 1 , � 1 < x < 1 , x 2 G, ce qui est dans notre hypoth�ese de d�epart,

donc c'est gagn�e !
(Sur une copie, on peut commencer ainsi le raisonnement :(x; y) 2 G2 ) � 1 < x < 1 , x2 < 1: : :)

2. Les points 2, 3, 4 se v�eri�ent sans e�ort autre que calculatoire (�el�ement neutre : 0 ; sym�etrique de x : � x.)

Solution exercice 2.14

1. Utiliser la troisi�eme caract�erisation des sous-groupes. On montre facilement quee 2 A\ B pour justi�e que l'intersection
est non vide. Je vous rappelle que :x 2 A \ B , x 2 A et x 2 B (en particulier, si un �el�ement est dans l'intersection,
alors il est dansA...).

2. ( �evident : si par exemple A � B , alors A [ B = A qui est un sous groupe deG. Idem dans le cas o�uB � A.
) Proc�edons par disjonction de cas.
Premier cas : B � A. Dans ce cas, c'est �ni !
Deuxi�eme cas : B * A. Cela signi�e qu'il existe x 2 B tel que x =2 A. Montrons que A � B , c'est �a dire que pour
tout a 2 A, a 2 B .
Soit donc a 2 A. Montrons que a 2 B .
Note au lecteur : essaie de �nir l'exercice par toi-même sans lire la suite �a partir d'ici ! Le plus dur est pass�e.
Or, si a 2 A et x 2 B , alors (a; x) 2 (A [ B )2. Donc, d'apr�es la caract�erisation des sous groupes,a:x� 1 2 A [ B .
Or : a:x� 1 =2 A. En e�et, si c'�etait le cas, alors a� 1:a:x� 1 = e:x� 1 = x � 1 appartiendrait �a A et par extension, x 2 A,
ce qui est faux.
Or : si a:x� 1 2 A [ B et a:x� 1 =2 A alors a:x� 1 2 B .
Donc : a:x� 1:x = a 2 B .
D'o�u la conclusion.
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Solution exercice 2.15 Sans grande di�cult�e autre que calculatoire. L'�el�ement neutr e pour l'addition est (0; 0) et celui
pour la multiplication est (1; 0). A noter que si l'on note X = x + y

p
3 et Y = x0+ y0

p
3 deux �el�ements de B , les additionner

et les multiplier revient simplement �a faire X + Y = x + y
p

3 + ::: et XY = ( x + y
p

3)(:::).

Solution exercice 2.16

1. On d�eveloppe �a droite, en abusant du fait que A est commutatif donc quea � b = b� a.

2. Facile, en calculant 1 = 1n � an avec la formule pr�ec�edente.

Solution exercice 2.17 Remarquons que l'on peut d�eduire des deux �egalit�es que 1A = a2 + a2 = 2 a2 et que a = 2 a3.
A priori inutile mais n�eanmoins sympathique.

1. Rappelons �a toute �n utile que dans un anneau, l'addition est toujours commutative.
a2:b+ a:b:a= a:(ab+ b:a) = a:1A = a. De même,b:a2 + a:b:a= a. D'o�u a2:b = b:a2.
De plus, a:b:a= a(1 � a:b) = a � a2:b = a2:b+ b2:a � a2:b = b2:a.

2. Attention, comme A n'est a priori pas commutatif, on ne peut pas utiliser les ide ntit�es remarquables !
En e�et, a priori, a:b6= b:a.
D'une part : (1 � b:a)2 = ( a:b)2 = ( a:b):(a:b) = ( a:b:a):b = ( a2:b):b = a2:b2.
D'autre part : (1 � b:a)2 = (1 � b:a)(1 � b:a) = 1 � b:a� b:a+ ( b:a):(b:a) = 1 � 2b:a+ b:(a:b:a) = 1 � 2b:a+ b2:a2.
D'o�u : 1 � 2b:a+ b2a2 = a2b2 i.e 1 = 2a:b+ a2b2 � b2:a2.
Or : ce que l'on veut montrer, c'est que 2b est l'inverse dea, c'est �a dire que 1 = 2a:b.
Bref, ce serait cool sia2b2 � b2:a2 = 0 A , c'est �a dire si a2b2 = b2a2.
Or : b2:a2 = b:(b:a2) = b:(a2:b) = ( b:a2):b = ( a2:b):b = a2:b2.
Donc : 1 = 2ab.
D'o�u la conclusion.

11.3 Suites usuelles

11.3.1 Rappel sur les suites arithm�etiques et g�eom�etriq ues

11.3.2 Suites arithm�etico-g�eom�etriques

11.3.3 Suites v�eri�ant une relation du type un+2 = aun+1 + bun

11.4 Quelques fonctions usuelles...

11.4.1 Sur les fonctions de r�ef�erence

Solution exercice 4.1

1. (a) Car x2 > 0 pour tout r�eel x.

(b) Soit y 2 [1; + 1 [. Alors y � 1 > 0. Donc : notonsx le r�eel tel que x =
p

y � 1. Alors x2 = y � 1 i.e. y = x2 + 1.
Donc : x est un ant�ec�edent de y par f (le second �etant � x).

(c) Non. En e�et, 0 n'admet aucun ant�ec�edent r�eel par f .

2. On d�erive !

3. Pour x 2 [0; + 1 [, g(f (x)) = g(x2 + 1) =
p

x2 + 1 � 1 =
p

x2 = x2 car x > 0.

4. Même calcul.

Solution exercice 4.2 Bien suivre les consignes et tout se passe bien.

Solution exercice 4.3

1. D'apr�es l'exercice pr�ec�edent, ln(1 =a) + ln( a) = ln( a � 1=a) = ln(1) = 0 d'o�u le r�esultat.

2. ln(a=b) = ln( a � 1=b) = ln( a) + ln(1 =b) et on conclut avec ce que l'on connâ�t.

3. se fait par r�ecurrence.

4. soit m 2 Z. Si m 2 N , c'est d�ej�a fait �a la 3. Si m 2 Z, m < 0, alors :

ln(am ) = ln
•

1
ajm j

‹
= � ln

�
ajm j

�
= �j mj ln(a) = m ln(a).

Solution exercice 4.4

1. On d�erive...

2. (a) pour a > 1, lim
n ! + 1

n ln(a) = :::

(b) Poser y =
1
x

et regarder lim
x ! 0+

ln(x) en rempla�cant x par son expression en fonction dey.

3. C'est la d�e�nition : elle est strictement croissante de ]0; +1 [ dans R , donc elle r�ealise la bijection souhait�ee.
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Solution exercice 4.5

1. Elle r�ealise une bijection comme fonction r�eciproque de ln. Commeln :]0; + 1 [! R , on en d�eduit que exp : R ! ]0; + 1 [.
En particulier, pour tout r�eel x, exp(x) est d�e�ni et exp(x) > 0.

2. Pour tout r�eel x, exp0(x) =
1

ln0(exp(x))
=

1
1

exp(x)

= exp( x).

3. Voir cours de TS :)

Solution exercice 4.6

1. exp(0) = exp(ln(1)) = 1 car exp est la fonction r�eciproque de ln.

2. ln(exp(a) exp(b)) = ln(exp( a)) + ln(exp( b)) = a + b. D'o�u la conclusion en passant �a l'exponentielle.

3. Calculer exp(� a) exp(a).

4. Imm�ediat, avec les deux propositions pr�ec�edentes.

5. ln(exp(ma)) = ma et ln(exp(a)m ) = m ln(exp(a)) = ma. Ainsi, ln( exp(ma)) = ln( exp(a)m ). D'o�u la conclusion en
passant �a l'exponentielle.

Solution exercice 4.7 exp(n ln(x)) = exp(ln( xn )) = xn .

Solution exercice 4.8
A faire �a l'aide de g�eog�ebra par exemple, en d�e�nissant un curseur a allant de � 5 �a 5 et un pas de 0; 1 par exemple.

Solution exercice 4.9

1. x0 = e0� ln( x ) = e0 = 1

2. Les propri�et�es suivantes sont des cons�equences directes des relations alg�ebriques v�eri��ees par la loi exponentielle. Par
exemple (xy)a = ea ln( xy ) = ea ln( x )+ a ln( y ) = ea ln( x )ea ln( y ) = ( eln( x ) )a (eln( y ) )a = xaya .

De même, (xa )b = eb ln( x a ) = eb ln( ea ln( x )
= eba ln( x ) = eab ln( x ) = xab

Solution exercice 4.10 Pour a 2 R , f 0
a est d�erivable sur ]0; + 1 [ et pour x 2]0; + 1 [ :

f 0
a(x) = a �

1
x

� ea ln( x ) = a �
1
x

� xa = a � xa� 1.

Solution exercice 4.11

1. (a) g est croissante jusque 1 puis d�ecroissante. On trouve un maximumde � 2 donc toujours n�egative.

(b) g(x) 6 0 , ln(x) 6 2
p

x d'o�u le r�esultat en divisant par x > 0.

(c) Avec le th�eor�eme des gendarmes.

2. (a) Pour x > 0, avecc = a=b:
ln(x)b

xa =
•

ln(x)
xa=b

‹ b

=
•

ln(x)
xc

‹ b

=
… 1

c
ln(xc)

xc

• b

=
1
cb �

•
ln(xc)

xc

‹ b

=
1
cb �

•
ln(X )

X

‹ b

avecX = xc.

Or : lim
x ! + 1

X = + 1 et lim
X ! + 1

ln(X )
X

= 0. D'o�u le r�esultat.

(b) L'id�ee est de se ramener �a la limite pr�ec�edente. Une bonne astuce est donc de poserX =
1
x

qui aura le m�erite de

tendre vers +1 quand x tendra vers 0+ .

(c) Astuce donn�ee puis apr�es un ou deux calculs se ramener �a la question 1. Même principe qu'�a l'ant�ep�enulti�eme
question pour la deuxi�eme limite

Solution exercice 4.12
Se fait facilement, en rempla�cantei� par sa d�e�nition et en n'oubliant pas que cos(� � ) = cos(� ) et que sin(� � ) = � sin(� ):

Solution exercice 4.13

1. Les deux premi�eres questions se font sans di�cult�e. La troisi�eme se fait en �etudiant les variations de ch (sh(x) > 0 ,

ex > e � x ,
ex

e� x > 1 , e2x > 1 , : : : x > 0), dont le minimum est atteint pour x = 0 (et donc vaut ch(0) = 1).

2. Sans di�cult�e particuli�ere.

3. Remarquons que pour tout r�eelx, on a th(x) =
ex � e� x

ex + e� x en simpli�ant par 2 au num�erateur et au d�enominateur.

Les deux premi�eres se font sans di�cult�e. Pour la troisi�eme, il faut d�eterminer le tableau de variations complet de
cette fonction. On doit trouver qu'elle est strictement croissante, de limite � 1 en �1 (il faut factoriser par e� x pour
la trouver) et +1 en + 1 (il faut factoriser par ex pour la trouver), ce qui correspond �a ce qu'on devait d�emontrer.

4. Faites le �a la calculatrice.
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5. Les deux r�esultats se montrent sans grande di�cult�e, en faisant attention �a d�evelopper correctement (attention aux

identit�es remarquables pour la premi�ere relation ! Rappelons �egalement que
� x

2

� 2
=

x2

22 =
x2

4
).

Solution exercice 4.14
Remarquons que les solutions doivent être strictement positives.§

x + y = 10
ln(x) + ln( y) = 3 ln(2)

,
§

x + y = 10
ln(xy) = ln(2 3)

,
§

x = 10 � y
xy = 8

,
§

x = 10 � y
y(10 � y) = 8

Or : y(10 � y) = 8 , � y2 + 10y � 8 = 0. On note � le discriminant du trinôme � y2 + 10y � 8.

� = 10 2 � 4 � (� 1) � (� 8) = 100 � 32 = 68 > 0 donc deux racines r�eellesy1 =
� 10�

p
68

2 � (� 1)
= 5 +

p
17 et y2 = 5 �

p
17.

Comme y1 > 0 et y2 > 0, les solutions conviennent poury.
On aurait donc deux solutions pourx : x1 = 10 � y1 = 5 �

p
17 et x2 = 10 � y2 = 5 +

p
17.

Les deux couples solutions sont donc : (5�
p

17; 5 +
p

17) et (5 +
p

17; 5�
p

17).

Solution exercice 4.15
Astuce : il faut commencer par regrouper les 32x d'un côt�e et les 2x de l'autre. Factoriser pour diviser ensuite, pour ensuite

passer au ln.

On trouve ainsi x =

ln

‚
27

p
2

4

Œ

ln
•

9
2

‹ , ce qui, apr�es simpli�cation, donne le r�esultat annonc�e (si, si ! C alculez donc
•

9
2

‹ 3=2

pour voir.
Voici la r�esolution d�etaill�ee.
32x � 2x +1 =2 = 2 x +7 =2 � 32x � 1 , 32x � 1(3 + 1) = 2 x +1 =2(1 + 2 6=2) , 4 � 32x � 1 = 9 � 2x +1 =2 , 32x � 3 = 2 x � 3=2 ,

ln(32x � 3) = ln(2 x � 3=2) , (2x � 3) ln(3) = ( x � 1; 5) ln(2) , x(2 ln(3) � ln(2)) = 3 ln(3) � 1; 5 ln(2) , x =
3 ln(3) � 1; 5 ln(2)

2 ln(3) � ln(2)
=

1; 5
2 ln(3) � ln(2)
2 ln(3) � ln(2)

= 1 ; 5:

Solution exercice 4.16 Il faut transformer tous les
p

x en x1=2 puis diviser l'un par l'autre (possible car x > 0.

On arrive �a
xx= 2

xx 1= 2 = 1 soit xx= 2� x 1= 2
= x0. Par identi�cation des puissances, on a alorsx=2 � x1=2 = 0, soit en divisant

par x1=2, un r�esultat �nalement pas si loin du r�esultat annonc�e.

Solution exercice 4.17
2x > x 2 , x ln(2) > 2 ln(x) car ... , x ln(2) � 2 ln(x) > 0.
Notons f : x 7! x ln(2) � 2 ln(x), d�e�nie et d�erivable sur ]0; + 1 [ (op�erations de bases sur des fonctions d�erivables sur

]0; + 1 [). Pour x > 0, f 0(x) = ln(2) �
2
x

donc f 0(x) > 0 , x >
2

ln(2)
: On en d�eduit le tableau de variations suivants, les

limites �etant laiss�ees �a l'appr�eciation du lecteur :

x 0 2=ln(2) � 2; 89 +1
k + 1 + 1

f (x) k & %
k f (2=ln(2)) � � 0; 12

Or : f (2) = f (4) = 0. Cela et le tableau de variations nous permettent de conclureque l'ensemble de solutions SUR
]0; + 1 [ est ]0; 2][ [4; + 1 [:

Solution exercice 4.18

Pour 1 > x > 0,
sin(x ln(x))

x
=

sin(x ln(x))
x ln(x)

ln(x) =
sin(X )

X
ln(x), avec X = x ln(x).

Or, quand x ! 0+ , X ! 0 (limite de r�ef�erence).

De plus, lim
t ! 0

sin(t)
t

= 1 et lim
t ! 0+

ln( t) = �1 .

On en d�eduit que lim
x ! 0+

sin(x ln(x))
x

= �1 :

Solution exercice 4.19
? Remarquons que la premi�ere �egalit�e implique que x > 1, puisque le minimum de ch est 1.
? En d�emontrant l'�egalit�e propos�ee par l'�enonc�e, on obtient les syst�emes successifs suivants :

§
x = 2 ch(y)2 � 1

x3 = ch(y)2 ,
§

x = 2 x3 � 1
x3 = ch(y)2 ,

§
2x3 � x � 1 = 0

ch(y) = x3=2

? Pour r�esoudre la premi�ere �equation qui peut sembler alambiqu�ee, rien ne vaut un bon vieux TVI ! Cela permettre de
d�eterminer le nombre de solutions et l'on pourra s'aider de la calculatrice pour conclure.
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Soit donc � : [1; + 1 [! + 1 ; x 7! 2x3 � x � 1 (on consid�ere l'intervalle [1; + 1 [ car x > 1.
Note au lecteur : �a partir d'ici, cela revient �a chercher le s ant�ec�edents de 0 par � en s'appuyant sur un raisonnement

proche du TVI. Essayez donc de recommencer l'exercice !
On calcule la d�eriv�ee et on montre que � 0(x) > 0 , x2 > 1=6, ce qui est vrai vu quex > 1.
Donc � est strictement croissante.
Or : � (1) = 0.
Donc, si x > 1, 2x3 � x � 1 = 0 , x = 1.
On en d�eduit sans di�cult�e que y = 0 grâce �a la deuxi�eme �egalit�e et grâce au tableau de variatio ns de la fonction ch.

Solution exercice 4.20

1. Un classique du taux d'accroissement ! lim
t ! + 1

sh(t)
t

= lim
t ! + 1

sh(t) � sh(0)
t � 0

= sh0(0) = ch(0) = 1.

2. On calcule des deux côt�es en se ramenant �a exponentielle, et �ca marche !

3. Voir ligne pr�ec�edente.

4. En suivant l'astuce et en utilisant la relation pr�ec�edente, on par vient �a 2ch
� p + q

2

�
ch

� p � q
2

�
. Et bien sûr en utilisant

l'imparit�e du sinus hyperbolique.

11.4.2 Sur les notions d'injectivit�e et de surjectivit�e

Solution exercice 4.21
Il faut prendre les �el�ements de la gauche vers la droite.
Soit x 2 [3; 7]. On va alors calculerf (x) puis g(f (x)) pour obtenir g � f (x).
Donc : g � f : x 7! 2

p
f (x) soit g � f : x 7! 2

p
2x2 + 4.

L'ensemble de d�epart1 est [3; 7] et l'ensemble d'arriv�ee estR .

Solution exercice 4.22 question de cours

Solution exercice 4.23

1. Supposonsg � f injective. Soit (x1; x2) 2 E 2 tel que f (x1) = f (x2). Donc : g(f (x1)) = g(f (x2)) c'est �a dire g � f (x1) =
g � f (x2). Comme g � f est injective, alors x1 = x2.
Donc : f (x1) = f (x2) ! x1 = x2. D'apr�es la caract�erisation de l'injectivit�e, f est injective.

2. Soit g : R+ ! R+ ; x 7!
p

x et f : R ! R; x 7! x2. f n'est pas surjective maisg � f : R ! R+ x 7!
p

x2 = jxj l'est.

Solution exercice 4.24
Il faut montrer que la fonction est strictement monotone, ce qui se fait bien en d�erivant puis en �etudiant le signe de la

d�eriv�ee.
La d�eriv�ee peut être simpli��ee si l'on remarque que pour tout r� eel x, f (x) = e2x + 2 ex .
Sa fonction r�eciproque estg :]0; + 1 [! R; x 7! ln( � 1 +

p
1 + y).

Solution exercice 4.25

1. Supposonsg � f injective et f surjective. Soit (a; b) 2 F 2 tels que g(a) = g(b). Comme f est surjective, il existe
(xa ; xb) 2 E 2 tel que f (xa) = f (xb).
Donc g(a) = g(b) , g(f (xa)) = g(f (xb)) , g � f (xa ) = g � f (xb) , xa = xb car g � f est injective.
Donc, d'apr�es la caract�erisation de l'injectivit�e, g est bien injective.

2. Supposonsg � f surjective et g injective. Soit y 2 F . Le but est de montrer qu'il existe x 2 E tel que f (x) = y.
Comme y 2 F , il existe z 2 G tel que g(y) = z.
Or, z 2 G donc commeg � f : E ! G est surjective, il existex 2 E tel que z = g � f (x) = g(f (x)).
Ainsi, g(y) = g(f (x)). Comme g est injective, y = f (x). Ceci valant pour tout y de F , on en d�eduit que f est bien
surjective.

Solution exercice 4.26
ˆ Montrons que p injective ! p surjective. Supposons doncp injective.

Soit y 2 E. Alors : p(y) = p � p(y) = p(p(y)). Comme p est injective, y = p(y).
Donc, commey 2 E, p est bien surjective.

ˆ Montrons que p surjective ) 8 x 2 E; p(x) = x. Supposons doncp surjective.
Soit y 2 E. Comme E est l'espace d'arriv�ee et que p est surjective, il existe x 2 E tel que p(x) = y. Donc :
p(y) = p(p(x)) = p � p(x) = p(x) = y i.e. pour tout y de E, p(y) = y.

ˆ Montrons que 8x 2 E; p(x) = x ) p injective.
Soit (a; b) 2 E 2 tels que p(a) = p(b). Alors a = b et donc p est bien injective.

ˆ En conclusion :p injective ) p surjective ) 8 x 2 E; p(x) = x ) p injective, ce qui permet de conclure.

Solution exercice 4.27

1. On part de x 2 [3; 7], on arrive avec f (x) dans R + , et on repart dans R avec g(f (x)). Globalement, on est donc parti de [3; 7] pour arriver
dans R .
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1. N�egation de P1 : il existe deux sous-ensemblesA et B de E tels que f (A \ B ) = ? et f (A) \ f (B ) 6= ? . N�egation de
P2 : f n'est pas injective.

2. Rappelons queP1 , P2 si et seulement si nonP1 $ nonP2, o�u nonP1 est la n�egation de P1 (c'est le principe de la
d�emonstration par contrapos�ee). L'�enonc�e (pas simple, il f aut le reconnâ�tre - mieux vaut commencer parP2) nous
incite �a d�emontrer plutôt cette deuxi�eme �equivalence.
ˆ Montrer que nonP1 ) nonP2. Soit doncA et B deux sous-ensembles deE tel que f (A \ B ) = ? et f (A) \ f (B ) 6= ? .

Prenonsz 2 f (A) \ f (B ). Comme z 2 f (A); 9a 2 A : f (a) = z. De même :9b 2 B : f (b) = z.
Or, si a = b, alors a 2 A \ B et z = f (a) 2 f (A \ B ) = ? , ce qui est impossible.
Donc a 6= b.
Ainsi, il existe (a; b) 2 E 2 tels que a 6= b et f (a) = f (b). Donc, d'apr�es la contrapos�ee de la caract�erisation de
l'injectivit�e, f n'est pas injective.

ˆ R�eciproquement, supposons quef ne soit pas injective. Le but de la question est de trouver deux sous-ensembles
A et B de E tel que f (A \ B ) = ? et f (A) \ f (B ) 6= ? .
Comme f n'est pas injective, il existe (a; b) 2 E 2, a 6= b. tels que f (a) = f (b). PosonsA = f ag et B = f bg. alors
f (A \ B ) = f (? ) = ? et f (A) \ f (B ) = f (a) 6= ? . Donc nonP1 est vraie.

ˆ Conclusion : nonP1 , non P2 et donc P1 , P2.

11.5 Initiation au d�enombrement

11.5.1 Partie cours

Solution exercice 5.1

1. card(E) = 6.

2. (1; 3; 5) par exemple ; (2; 2; 4) si on ne veut pas les prendre tous distincts.

3. Pour le premier chi�re, nous avons 6 possibilit�es ; pour le second chi�re, nous avons �egalement 6 possibilit�es ; pour le
troisi�eme chi�re, nous avons de nouveau 6 possibilit�es.
On a donc 6� 6 � 6 = 63 possibilit�es pour les 3� listes deE.
On peut se repr�esenter les possibilit�es avec un arbre des possibles les: : : se substituent aux morceaux d'arbres iden-
tiques) :

6 choix au tour 1

1

2

3

4

5

6

6 choix au tour 2

...

...

1

2

3

4

5

6

6 choix au tour 3

...

...

1

2

3

4

5

6

Le nombre recherch�e est alors le nombre de chemins sur l'arbre.

Solution exercice 5.2
Pour chacun desx1; : : : ; xp terme de la liste, on an possibilit�es.
Donc un total de n � n : : : � n p fois, soit np.

Solution exercice 5.3
Il y a 8 possibilit�es pour le premier cheval, 7 pour le second et 6 pour letroisi�eme.
Il y a donc un total de A3

8 = 8 � 7 � 6 = 336 combinaisons possibles.

Solution exercice 5.4
On a n choix pour le 1er �el�ement de la liste, n � 1 pour le 2nd (puisqu'on ne reprend pas le premier),n � 2 pour le 3�eme

(puisqu'on ne reprend ni le premier, ni le deuxi�eme),: : :, n � (p � 1) = n � p + 1 pour le pi�eme (puisqu'on ne reprend aucun
desp � 1 pr�ec�edents).

Donc : Ap
n = n � (n � 1) � : : : � (n � p + 1).

Solution exercice 5.5

1. On a 6 possibilit�es pour la 1�ere carte, 5 pour la seconde (puisque l'on ne reprend pas la 1�ere ), : : : ; 1 pour la sixi�eme (les
5 autres �etant d�ej�a prises).
Soit 6! = 6 � 5 � 4 � 3 � 2 � 1 = 720.
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2. De même, on a 42!� 1:4 � 1051 possibilit�es.

Solution exercice 5.6
Il faut bien comprendre qu'une permutation est un arrangement de taille n.
Le nombre de possibilit�es est doncAn

n = n!.

Solution exercice 5.7
ˆ Notons x le nombre de mains cherch�e.
ˆ Si l'ordre du tirage avait une importance2, on serait dans le cadre d'un tirage sans remise. On aurait donc 6� 5� 4 = 120

mains possibles.
ˆ Mais l'ordre n'a pas d'importance !

Ainsi(voir note en bas de page pour les notations), les combinaisons (EF,PF,PG),(EF,PG,PF),(PF,EF,PG)... bref les
3! = 6 combinaisons constitu�ees de PF,EF et PG donnent un même r�esultat.
Synth�etisons cela. Il y a, avec l'ordre :

3!combinaisons avec EF, PF et PG ;
3!combinaisons avec EG, EF et PG ;
3!combinaisons avec EG, EF et PF ;

: : : 3!combinaisons avec EG, EF et CPEF ;

9
>>=

>>;
et cela pour chacune desx combinaisons non ordonn�ees.

Ainsi, 3! � x = 6 � 5 � 4.

ˆ Le nombre cherch�e est doncx =
6 � 5 � 4

3!
= 20.

Solution exercice 5.8

Dans un jeu de 52 cartes, on a "5 parmi 42", soit
•

52
5

‹
= 2598960 mani�eres di��erentes de piocher 5 cartes simultan�ement

(sans remise).

Solution exercice 5.9
Reprendre la d�emarche de l'avant dernier exercice.

On a donc p!x = n � : : : � (n � p + 1) =
n!

(n � p)!
.

Donc : x =
n!

p!(n � p)!
.

Solution exercice 5.10

1. 66, chacun des 6 d�es pouvant sortir une des 6 combinaisons.

2. Il y a 6 choix pour le premier d�e, 5 pour le second,: : :, 1 pour le dernier.
Ce sont donc les permutations dans notre ensemble �a 6 �el�ements : il y en a 6!.

3. Les d�es �etant �equilibr�es, on est dans une situation d'�equip robabilit�e.

La probabilit�e cherch�ee vaut donc
6!
66 =

5
324

� 0; 015.

Solution exercice 5.11

1. On a 5 choix parmi 49 pour la premi�ere grille et 1 choix parmi 10 pour la 2nde .

On a donc un total de
•

49
5

‹
�

•
10
1

‹
= 19068840 grilles possibles.

2. 19068840=52� 366708 ann�ees environ. Bonne chance !

3. Si l'on suppose que le choix s'e�ectue au hasard, la probabilit�e de victoire est donc
1

19068840
� 5:10� 8.

Solution exercice 5.12

1.
•

5
4

‹
est le nombre de parties �a 4 �el�ements d'un ensemble �a 5 �el�ements.

C'est donc en particulier le nombre de chemins �a 4 succ�es parmi les 5r�ep�etitions.

2. Un tel chemin passe par 4 succ�es ayant chacun pour probabilit�e
7
10

= 0 ; 7 et par 5 � 4 = 1 �echec de probabilit�e
1 � 0; 7 = 0; 3.
D'apr�es le principe de construction des arbres pond�er�es, la probabilit�e d'un tel chemin est donc 0; 74 � 0; 31.

3. La probabilit�e de tirer exactement 4 boules vertes est donc
•

5
4

‹
� 0; 74 � 0; 31, �etant donn�e qu'il faut d�enombrer

l'ensemble des chemins r�ealisant l'�ev�enement.

Solution exercice 5.13
C'est exactement le même principe que l'exemple pr�ec�edent.

Solution exercice 5.14

2. c'est �a dire si ( �El�eve Fille, Prof, Prof Gar�con) �etait un tirage di��eren t de (Prof Fille(=PF), �El�eve Fille(=EF), Prof Gar�con(=PG))
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1. Tree or not tree, that's your choice !

2. Dans le cadre d'un tirage sans remise, on utilise les coe�cients binomiaux.

Donc ici
•

10
5

‹
.

3. On va prendre 4 boules parmi les 7 vertes et 5� 4 = 1 boule parmi les 3 rouges. D'o�u le r�esultat.

4. La probabilit�e est donc ... celle donn�ee dans la remarque suivantedans le cours =D

11.5.2 Partie Exercices

Solution exercice 5.15
Johanne aA5

8 = 8 � 7 � 6 � 5 � 4 = 6720 possibilit�es.

Solution exercice 5.16
Il y a 5 possibilit�es pour la premi�ere lettre, 4 pour la seconde, 3 pour la deuxi�eme, 2 pour la quatri�eme et 1 pour la

derni�ere.
Il y a donc 5 � 4 � 3 � 2 � 1 = 120! anagrammes du mot MATHS.
Sinon, on pouvait r�epondre directement en disant qu'un anagramme de MATHS n'est jamais qu'une permutation3 des 5

lettres M,A,T,H,S et qu'il y en a donc 5! d'apr�es la proposition de la partie 3.

Solution exercice 5.17

1. Si l'on �xe la premi�ere lettre, cela ne laisse plus que 4 lettres que l'on peut permuter. Il n'y a donc plus que 4! = 24
possibilit�es.

2. Les voyelles de "PHYSIQUE" sont Y,I,U,E. On a donc le choix parmi 4 lettres pour la premi�ere lettre de l'anagramme.
Les consonnes de "PHYSIQUE" sont P,H,S,Q. On a donc le choix parmi 4lettres pour la derni�ere lettre de l'anagramme.
Sur les 8 lettres disponibles, 2 sont d�ej�a �x�ees : il nous en restedonc 6 parmi lesquelles ont peut faire des permutations.
Le nombre total d'anagrammes de "PHYSIQUE" commen�cant par une voyelle et �nissant par une consonne est donc
4 � 4 � 6! = 5760.

Solution exercice 5.18
Notons E = f x1; : : : xpg et F = f y1; : : : ; yn g.

1. Soit f : E 7! F .
Alors f (x1) = y1 ou f (x1) = y2 ou : : : f (x1) = yn . Il y a donc n possibilit�es pour f (x1).
Il y a ainsi n possibilit�es pour les p images dex1; : : : ; xp.
Il y a donc n � : : : � n = np possibilit�es.

n choix pour f (x1)

y1

y2

: : :

yn

n choix pour f (x2) ... etc jusqu'�a f (xp)

y1

y2

: : :

yn

2. Reprenons les notations pr�ec�edentes.
Pour la premi�ere image, n possibilit�es. Puis n � 1 pour la suivante, �etant donn�e que toutes les images sont di��er entes
�a cause de l'injectivit�e de la fonction.
Puis n � 2 pour celle d'apr�es.
etc
Pour en�n n � (p � 1) = n � p + 1 pour la derni�ere (la pi�eme ).
Soit n � (n � 1) � : : : � (n � p + 1) = Ap

n possibilit�es pour les applications.

3. C'est exactement le même principe qu'avant, si ce n'est qu'il y an image.
Donc un total de n � (n � 1) � : : : � (n � n + 1) = n � : : : � 1 = n! applications possibles.

Solution exercice 5.19

1. Il faut prendre 5 cartes de coeur parmi les 13.

Il y a donc
•

13
5

‹
combinaisons.

3. Voyez comme le mot permutation prend tout son sens !
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2. (a) La paire est d�etermin�ee par la valeur de la carte (13 possibilit�es) de la paire et le choix de deux couleurs parmi les
4.
Il faut ensuite choisir les 3 cartes restantes parmi les 12 possibilit�es de valeurs restantes, sachant que pour chacun
de ces cartes les 4 couleurs sont possibles.

Il y a donc 13�
•

4
2

‹
�

•
12
3

‹
� 43 combinaisons.

(b) Le brelan est d�etermin�ee par la valeur de la carte (13 possibilit�es) du brelan et le choix de trois couleurs parmi les
4.

Il y a donc 13�
•

4
3

‹
�

•
12
2

‹
� 42 combinaisons.

(c) Le full est la combinaison d'un brelan et d'une paire.
Le brelan est d�etermin�ee par la valeur de la carte (13 possibilit�es) du brelan et le choix de trois couleurs parmi les
4.
La paire est d�etermin�ee par la valeur de la carte (12 possibilit�es) de la paire et le choix de deux couleurs parmi les
4.

Il y a donc 13�
•

4
3

‹
� 12

•
4
2

‹
combinaisons.

(d) Une quinte ush est de la forme 1; 2; 3; 4; 5 ou 2; 3; 4; 5; 6 ou : : : ou 10; V alet; Dame; Roi; As .
Il y a donc 10 quintes possibles dans chacune des couleurs, soit un total de 4� 10 = 40 combinaisons.

(e) Pour la quinte standard, les 5 cartes peuvent avoir chacune une couleur di��erente soit 4 5 � 10 combinaisons de base.
Ce sont donc toutes les combinaisons avec des couleurs di��erentes, auxquelles il faut retirer les combinaisons de la
quinte ush.
On a donc 45 � 10� 4 � 10 combinaisons.

(f) On a le choix entre les 4 couleurs.

Pour chaque couleur, on va choisir
•

13
5

‹
cartes, auxquelles il faut retirer les cartes qui se suivent, soit les10

combinaisons formant les quintes.

On a donc 4�
••

13
5

‹
� 10

‹
combinaisons.

3. Au poker, nous devons choisir 5 cartes parmi 52 pour constituer une main.
Le choix s'e�ectuant au hasard, on est dans une situation d'�equiprobabilit�e �a chaque fois.

Pour la paire, la probabilit�e est donc pP =
13�

•
4
2

‹
�

•
12
3

‹
� 43

•
52
5

‹ � 0; 42.

On calcule de même les di��erentes probabilit�es :
ˆ pour le brelan, pB � 0; 021 ;
ˆ pour le full, pF � 0; 0014 ;
ˆ pour la quinte ush, pQF � 0; 000015%.
ˆ pour la quinte, pQ � 0; 0039%.
ˆ pour la couleur, pC � 0; 0020%.

4. Ainsi, pP > p B > p Q > p C > p F > p QF . Les combinaisons les plus rares sont donc les plus fortes, ce qui semble
logique.

Solution exercice 5.20

1. En r�ealit�e, il est plus simple de passer par l'�ev�enement contr aire ici, �a savoir aucune personne n'est n�ee le même jour.
Il s'agit de n tirages sans remise parmi 365 possibilit�es.
Le nombre de combinaisons est doncAn

365 = 365 � 364� : : : � (365� n + 1).
Or, le nombre total de combinaisons de date d'anniversaire parmi ungroupe den personnes est 365n (pour chacune
desn personnes, 365 possibilit�es).
Comme le choix s'e�ectue au hasard, on est dans une situation d'�equiprobabilit�e.

La probabilit�e qu'aucune personne ne soit n�ee le même jour est donc p
365� 364� : : : � (365� n + 1)

365n .

La probabilit�e cherch�ee est donc 1 � p = 1 �
An

365

365n .

2. Pour 36 �el�eves, la probabilit�e (on remplace n par 36) est d'environ 0; 83. Et oui, c'est beaucoup !

3. Pour n = 56, on trouve une probabilit�e d'environ 0 ; 988. Pour n = 57, on trouve une probabilit�e d'environ 0 ; 990.
Donc �a partir de 57 personnes ! Et oui, si rapidement !
Ce qui est amusant par ailleurs, c'est qu'il faudrait 365 personnes pour être sûr �a 100% que deux personnes aient la
même date d'anniversaire.

Solution exercice 5.21
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1. Les deux.

2. Loi hyperg�eom�etrique.

3. Loi binomiale.

4. Loi binomiale de param�etres n = 100 et p =
1
10

. Il faut le voir en e�et comme le fait de jeter 100 fois une bille.

5. Loi binomiale de param�etres n = 5 et p =
25
100

=
1
4

.

6. Les deux (on doit la notation des coe�cients binomiaux �a Blaise Pascal).

7. Loi hyperg�eom�etrique de param�etres n = 26, m = 5, r1 = 6 (les voyelles �etant A, E, I, O, U, Y).

8. Loi binomiale de param�etres n = 5 et p =
1
6

.

9. Loi binomiale de param�etres n = 100 et p = 0 ; 01.

10. Loi hyperg�eom�etrique de param�etres n = 6 + 5 + 7 = 18, m = 4 et r1 = 6.

Solution exercice 5.22
On rappelle que si l'on noteX la variable al�eatoire comptant le nombre de billes rouges, alors X suitune loi binomiale de

param�etres n = 5 et p =
25
100

=
1
4

.

1. P(X = 2) � 0; 264.

2. Piocher au moins 3 boules noires revient �a piocher au plus deux boules rouges.
P(X 6 2) = P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2) � 0; 896.

3. Rappelons qu'en probabilit�e, le nombre moyen est l'esp�erance.
Pour une loi binomiale, l'esp�erance est le produit des param�etres.

Donc E(X ) = np =
5
4

= 1 ; 25.

Solution exercice 5.23
On rappelle que si l'on noteY la variable al�eatoire comptant le nombre de voyelles, alorsY suit une loi hyperg�eom�etrique

de param�etres n = 26, m = 5, r1 = 6.

1. Si l'on pioche 2 voyelles parmi les 6 existantes, alors on pioche 3 consonnes (parmi les 20 existantes).

Donc : P(Y = 2) =

•
6
2

‹
�

•
20
3

‹

•
26
5

‹ =
855
3289

� 0; 260

2. P(Y > 4) = P(Y = 4) + P(Y = 5) =
15

3289
+

3
32890

� 0; 005.

3. R�ealisons le tableau de la loi de probabilit�e de Y :

k 0 1 2 3 4 5

P(Y = k)
3876
16445

2907
6578

855
3289

190
3289

15
3289

3
32890

Donc : E(Y ) =
5X

k=0

P(Y = k) � 1; 154.

Variante : E(Y ) = m �
r1

n
=

15
13

� 1; 154.

En e�et, l'esp�erance dans le cadre d'une loi hyperg�eom�etrique est le produit du nombre de r�ep�etitions d'exp�eriences
par la proportion du caract�ere �etudi�e.
�A rapprocher du n � p de la loi binomiale !

11.6 Quelques calculs d'int�egrales atypiques

Solution exercice 6.1
Comme (uv)0 = u0v + uv0, on a par cons�equentu0v = ( uv)0 � uv0. D'o�u le r�esultat en passant �a l'int�egrale.

Solution exercice 6.2
Remarque : les di��erents calculs d'int�egrales sont r�eal isables �a la calculatrice ! Cela permet une auto-correction. Par

ailleurs, le raisonnement n'est d�etaill�e que pour la premi�ere question mais il faudrait �evidemment r�ediger de mê me pour les
autres.
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1. Soit u et v les fonctions d�e�nies et d�erivables sur [0; 1] par u0(x) = ex et v(x) = x2. En particulier, pour x 2 [0; 1],
u(x) = ex et v0(x) = 2 x. Donc, d'apr�es la formule de l'int�egration par parties,
Z 1

0
ex x2dx = [ ex � x2]10 �

Z 1

0
ex � 2xdx = e1 � 0 � 2

Z 1

0
ex xdx = e1 � 2 � 1 (d'apr�es l'exemple d'introduction).

Donc :
Z 1

0
ex x2dx = e1 � 2.

2. Poser u0 : x 7! 1 et v : x 7! ln(x). On obtient alors
Z 1

0
ln(x)dx = t ln( t) � t � 1: Une primitive de ln est donc

F : t 7! t ln( t) � t � 1.

3. Poseru0 : x 7! cos(x) et v : x 7! x2. Pour calculer ensuite
Z �= 2

0
xsin (x)dx, poser f 0 : x 7! sin (x) et g : x 7! x.

L'int�egrale vaut
� 2

4
� 2.

4. (a) En partant de I et en faisant deuxIIP distinctes, dans lesquelles on prend unu0 di��erent (une fois avec exp, l'autre
fois avec sin), on parvient sans grande di�cult�e �a montrer les deu x �egalit�es.
Par exemple, posonsu0 : x 7! ex et v : x 7! sin(x).
Alors I = integrale 0piu0(x)v(x) = [ u(x)v(x)]p

0 i � integrale 0piu(x)v0(x)dx = [ ex sin(x)]p
0 i � integrale 0piex cos(x)dx =

0 � J = � J .
De même pour l'autre, avecu0 : x 7! sin(x) et v : x 7! ex .
Attention, une primitive de sin est � coset non pas cos ! !

(b) Du coup, le probl�eme se transforme en un syst�eme de deux �equation �a deux inconnues,I et J . Apr�es r�esolution (on

peut ais�ement la faire par substitution), on obtient I =
e� + 1

2
et J =

� e� � 1
2

.

5. K + L = � et K � L = � � � =
Z �

0

ex � e� x

ex + e� x dx = [ln( ex + e� x )] �
0 = ln( e� + e� � ) � ln(2) = ln

•
e� + e� �

2

‹
= ln(( ch(� )).

(voir chapitre pr�ec�edent pour la d�e�nition du cosinus hyperboliq ue).

D'o�u, apr�es r�esolution du syst�eme, K =
� + ln( ch(� ))

2
et L =

� � ln(ch(� ))
2

.

Solution exercice 6.3
Partie A

1. h est d�erivable sur R comme fonction polynomiale, de d�eriv�ee h0 : x 7! 3x2 + 3.
De même,h0 est d�erivable sur R comme fonction polynomiale, de d�eriv�ee h00: x 7! 6x. Comme on noteh00= h(2) , on
en d�eduit que pour tout r�eel x, h(2) (x) = 6 x.

2. par une r�ecurrence imm�ediate sur N, la d�eriv�ee d'exponentielle �etant elle-même.

Partie B (D'apr�es le premier �ecrit du CAPES de math�ematiques, 2016 )

1.
Z b

a
f 0(t)dt = [ f (t)]b

a = f (b) � f (a) donc f (b) = f (a) +
Z b

a
f 0(t)dt.

2. Dans l'int�egrale de �n de formule de la question, l'id�ee va être, dans le cadre d'une IPP, d'int�egrer le f 00 pour faire
apparâ�tre le f 0 et donc de revenir ainsi �a la question pr�ec�edente.
Ainsi, si on note u : t 7! (b� t), v0 : t 7! f 00(t) alors u0 : t 7! � 1 et v : t 7! f 0(t) et l'application de la formule de l'IPP
nous assure que :
Z b

a
f 00(t)(b� t)dt = [ f 0(t)(b� t)]b

a +
Z b

a
f 0(t)dt = f 0(b)(b� b) � f 0(a)(b� a) + f (b) � f (a) = f (b) � f (a) � f 0(a)(b� a),

d'o�u le r�esultat souhait�e en isolant le f (b).

3. L'emploi de l'�etape pr�ec�edente doit faire penser �a une r�ec urrence. Et e�ectivement une r�ecurrence fonctionne pour
cette question.Cette �egalit�e est la formule de Taylor avec reste int�egral �a l'ordre n. Voici une version courte.
ˆ L'initialisation au rang n = 2 est la question pr�ec�edente.
ˆ Pour l'h�er�edit�e, supposons la propri�et�e vraie �a un certain r angn �x�e, n > 2 et montrons qu'elle reste vraie au rang

n +1. Or :
Z b

a

f (n +1) (t)
n!

(b� t)n dt = [ f (n ) (t)
(b � t)n

n!
]ba +

Z b

a

f (n ) (t)
n!

n(b� t)n � 1dt = � f (n ) (b� a)n

n!
+

Z b

a

f (n ) (t)
(n � 1)!

(b�

t)n � 1dt. En utilisant l'hypoth�ese de r�ecurrence pour remplacer cette derni�ere int�egrale, on parvient, �a l'aide d'une
d�emarche similaire �a la question pr�ec�edente, au r�esultat souh ait�e. Puis conclusion

Partie C

1. Pour tout n > 0;
Rb

a

f (n ) (t)
(n � 1)!

(b� t)dt =
1

(n � 1)!

Z 1

0
et (b� t)dt (d'apr�es la partie A, f (n ) (t) = exp(n ) (t) = exp(t) = et ).

Or :
Z 1

0
et (b � t)dt est un nombre r�eel (c'est une int�egrale sur un intervalle ferm�e born�e d'une fonction continue) et

lim
n ! + 1

1
(n � 1)!

= 0. D'o�u le r�esultat.
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2. e1 = f (1) = f (0) + f 0(0)(1 � 0) + f 00(0)
(1 � 0)

2!
+ f (3) (1 � 0)

3!
+

Z 1

0

f (4) (t)(b � t)
4!

dt

= 1 + 1 + 1 �
1
2

+ 1 �
1
6

+
Z 1

0

f (4) (t)(b � t)
4!

dt =
8
3

+
Z 1

0

f (4) (t)(b� t)
4!

dt: En n�egligeant l'int�egrale, on peut estimer

qu'une valeur approch�ee dee1 =
8
3

.

Remarquons qu'avec la calculatrice,e1 � 2; 72 et
8
3

� 2; 67: Il va de soi qu'en augmentant encore l'ordre, on accrô�t la

pr�ecision (qui, �a ce stade, est 10� 1 pr�es). C'est somme toute quelque chose d'ais�ement programmable sur ordinateur !
Le seul probl�eme de cette formule est l'emploi den!, extrêmement gourmand en m�emoire de calculs.

Solution exercice 6.4
Partie A

1. (a) Pour tout r�eel x, f 0(x) =
�
4

cos
�

c +
�
4

x
�

.

(b) On sait que la tangente enB , soit au point d'abscisse 0, �a la courbe def , est horizontale. Donc : f 0(0) = 0 ,
�
4

cos(c) = 0 , cos(c) = 0.

Or : c 2 [0; �= 2]. Donc : c =
�
2

.

2. De plus, on a les �egalit�es suivantes :
§

f (0) = 1
f (4) = 3

,
§

a + bsin(�= 2) = 1
a + bsin(3�= 2) = 3

,
§

a + b = 1
a � b = 3

,
§

2a = 1 + 3 ( L 1)  (L 1) + ( L 2)
a � b = 3

,
§

a = 2
b = a � 3 = � 1

Partie B
Remarquons que l'expression de la fonction est donn�ee et correspond aux calculs men�es. Yes !

1. Le rayon du cylindre estOB = 1. Sa hauteur est AB = 1. Son volume est donc� � 12 � 1 = � .

2. La demi-sph�ere a pour diam�etre CE = 6 donc pour rayon R = 3.

Son volume est donc
1
2

�
4
3

� � 33 = 2 � � 32 = 18�: .

3. Le troisi�eme cylindre a pour volume : � � f (8=5)2 �
4
5

= � � (2 � cos(8=5�= 4))2 �
4
5

� 7; 19.

Pourquoi f (8=5) ? Parce que chaque cylindre a pour hauteur
4
5

. Le rayon du premier cylindre est doncf (0), le rayon

du secondf (4=5), le rayon du troisi�eme f (8=5).
La suite du calcul est laiss�e au lecteur courageux et calculateur.

4. (a) On sait que 2 cos(2x) = 2(cos(x)2 � sin(x)2) d'apr�es les formules de duplications.

Donc : cos(2x) = cos2(x) � (1 � cos2(x) = 2 cos2(x) � 1 , 2 cos2(x) = 1 + cos(2 x) , cos2(x) =
1 + cos(2x)

2
.

(b) I =
Z 4

0
f (x)2dx =

Z 4

0
(2� cos(�x= 4))2dx =

Z 4

0
4� 4 cos(x�= 4)+cos2(x�= 4)dx =

Z 4

0
4� 4 cos(x�= 4)+

1 + cos(x�= 2)
2

dx =
•
4x �

16
�

sin(x�= 4) + 0 ; 5x + 0 ; 5
2
�

sin(x�= 2)
˜ 4

0
= 16 + 0 + 2 + 0 � [0] = 18.

Donc : le volume de la section gris�ee est 18� .
On en d�eduit que le volume total de l'ampoule est � + 18� + 18� = 37� unit�e de volume.

Solution exercice 6.5
Cet exercice n'est pas du tout de moi, ce qui explique qu'il soit tr�es bien fait :)
Suivez pas �a pas les �etapes et vous arriverez sans sourciller �a d�emontrer les r�esultats que vous connaissez depuis le coll�ege,

�a savoir :

� le volume d'un cône est
Aire de la base � hauteur

3
� le volume d'un pav�e droit est L � l � h.

Solution exercice 6.6
Cet exercice n'est pas du tout de moi, ce qui explique qu'il soit tr�es bien fait :) Pour bien le comprendre, il est en revanche

peu ou prou indispensable d'avoir l'exercice pr�ec�edent et de faire des dessins.
Partie A
L'aire d'un cercle est donn�e par �R 2. Sur le même mod�ele que l'exercice pr�ec�edent, on va sommer les volumes des cylindres

de hauteur dx et d'aire �a la base � (f (x))2.
D'o�u la formule (on rappelle �a toute �n utile que

R
signi�e "somme").

Partie B

1. C'est un cylindre de rayon 2 et de hauteur 5, de volume
Z 5

0
� � 22 = 20� .
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2. C'est un cône (la pointe est �a l'origine du rep�ere), de volume
Z 5

0
� � x2 =

h�
3

x3
i 5

0
=

125�
3

.

3. C'est une partie d'un cône (la pointe est tronqu�ee), de volume�
Z 5

0
4x2 + 2 x + 1dx = � � � =

590�
3

.

4. C'est une sph�ere de rayon 1. En e�et, sif 4(x) =
p

1 � (x � 1)2 alors f 4(x)2 = 1 � (x � 1)2 soit (x � 1)2 + f 4(x)2 = 1, ce
qui est l'�equation d'un cercle. En faisant pivoter la courbe de f (un arc de cercle donc) autour de l'axe des abscisses,
on obtient donc une sph�ere.

Son volume est :
Z 1

0
� (1 � (x � 1)2)dx = �

Z 1

0
(2x � x2)dx = �

•
x2 �

x3

3

˜ 1

0
=

2�
3

.

5. Son volume est :
Z e

1
�

ln(x)2

x
dx = �

•
1
3

ln(x)3
˜ e

1
=

�
3

Solution exercice 6.7

1. Voir exemple.
2. En posant u = sin (x), on a alors du = cos(x)dx. De plus, quand x = �= 3, u = sin (�= 3) =

p
3=2 et quand x = �= 6,

u = sin (�= 6) = 1 =2.

J =
Z �= 3

�= 6

cos(x)
cos2(x)

dx

=
Z �= 3

�= 6

cos(x)
1 � sin 2(x)

dx

=
Z p

3=2

1=2

1
1 � u2 du

= : : : (voir exemple)

= [0 ; 5 ln(1 + u) � 0; 5 ln(1 � u)]
p

3=2
1=2

� 0; 768

3. K =
Z 1

0

ex � 1
(ex )2 + ex ex dx =

Z e

1

u � 1
u2 + u

du =
Z e

1

u + 1
u2 + u

�
2

u(u + 1)
du =

Z e

1

u + 1
u2 + u

+
2

u + 1
�

2
u

du

=
�
ln(u2=2 + u) + 2 ln( u + 1) � 2 ln(u)

� e
1

Le lecteur amoureux de valeurs peut bien �evidemment terminer le calcul. :-)

4. Si u = sin 2(t), quand u = 0 alors t = 0 et quand u = 1 alors t =
�
2

(il faut choisir un intervalle sur lequel t 7! sin 2(t)

est bijective, c'est �a dire ici strictement monotone, pour que le th�eor�eme du changement de variable s'applique).
De plus, du = 2 cos(t)sin (t)dt = 2

p
1 � u

p
udt.

Donc :
du

p
1 � u

p
u

= 2 dt.

D'o�u : L =
Z �= 2

0
2dt = � .

11.7 �Equations di��erentielles d'ordre 1

11.7.1 Partie cours

Solution exercice 7.1

1. D'apr�es le cours de terminales S, c'est la fonctionexp : x 7! ex .

2. y : x 7! 2ex . En e�et, y0 : x 7! 2ex . Donc y0 = y.

3. f est d�erivable comme compos�ee de fonctions d�erivables surR et pour tout r�eel x, f 0(x) = 2 e2x . Donc : f 0(x) = 2 f (x).
De plus, f (0) = e2� 0 = e0 = 1.

4. g : x 7! 3e2x convient.
5. h : x 7! e2x � 1; 5 convient puisqueh est clairement d�erivable sur R et que pour tout r�eel x, h0(x) = 2 e2x tandis que

2h(x) + 3 = 2( e2x � 1; 5) + 3 = 2 e2x � 3 + 3 = 2 e2x .

Solution exercice 7.2

1. Note : �a pr�esent et jusqu'�a la �n des exercices de ce chapitre, on ne pr�ecisera plus que les fonctions sont d�erivables, �etant
donn�e qu'elles seront toutes des fonctions d�erivables comme compos�ees de fonctions d�erivables et/ou par op�erations
sur les fonctions d�erivables.
Pour tout r�eel x, f 0(x) � af (x) = caeax � aceax = 0 donc f est bien solution.

2. (a) Remarquons qu'avec la question 1, on sait que l'ensembleH est e�ectivement non vide.
Pour tout r�eel x, � 0(x) = f 0(x)e� ax � f (x)ae� ax = e� ax (f 0(x) � af (x)). Or, f est solution de (H ) donc f 0(x) �
af (x) = 0.
Donc : � 0(x) = 0 et ainsi � est constante surR .
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(b) De plus, � (0) = f (0).
Donc, pour tout r�eel x, � (x) = � (0) , f (x)e� ax = f (0) , f (x) = f (0)e� ax .

Solution exercice 7.3
Il y a deux points �a d�emontrer ici : l'existence et l'unicit�e. Pour l'ex istence, il su�t d'en trouver une. Pour l'unicit�e, on

suppose qu'il y a deux et paf ce sont les mêmes.
Essayez par vous-même �a partir de ces indications.
? Existence
Remarquons que la fonctionf x 7!

y0

eax 0
eax est une solution de (H ) v�eri�ant f (x0) = y0. Donc l'existence est assur�ee.

? Unicit�e
Soit f et g deux fonctions solutions deH (il existe donc c et d deux r�eels tels quef : x 7! ceax et g : x 7! deax ) telles que

f (x0) = y0 = g(x0). On en d�eduit ais�ement que c = d et donc quef = g, d'o�u l'unicit�e.

Solution exercice 7.4

1. (a) f est solution de (H1) , 9 c 2 R : f : x 7! ce3x .

(b) De plus, si f (0) = 5 , 5 = c ie f : x 7! 5e3x .

2. Cela revient �a r�esoudre (H2) avec comme condition initiale g0(0) = 42.
(H2) est �equivalente �a y0 = 3 ; 5y.
Donc il existe c 2 R tel que g : x 7! ce3;5x .

Donc : g0(0) = 42 , c =
42
3; 5

= 12.

Donc : g : x 7! 12e3;5x .

Solution exercice 7.5

1. Imm�ediat, en calculant d'une part f 0
0 et d'autre part af 0 + b.

2. (a) Cela revient �a montrer que f 0 = af .
On sait que f 0 = � 0 � f 0

0

Or f 0 est constante (doncf 0
0 = 0) 4 et � est solution de (E) donc � 0 = a� + b.

Donc : f 0 = a� + ba(f + f 0) + b = af + af 0 + b = af + a �
•

� b
a

‹
+ b = af .

Donc f est solution de (H ).

(b) Comme f est solution deH , il existe c 2 R tel que f : x 7! ceax .
Comme � = f + f 0, on en d�eduit que � : x 7! ceax + f 0(x).

Solution exercice 7.6
Est-ce vraiment la peine de mettre un corrig�e?

Solution exercice 7.7
Voir la correction de l'exercice 6.3, ce sont exactement les mêmes id�ees.

Solution exercice 7.8
? Commen�cons par d�eterminer une solution particuli�ere f 0 telle que f 0 soit une fonction constante.

Il faut que l'on ait pour tout r�eel x : f 0
0(x) = 3 f 0(x) � 6 , 0 = 3f 0(x) � 6 , f 0(x) =

6
3

= 2.

On v�eri�e ais�ement f 0 : x 7! 2 est bien une solution particuli�ere de (E3).
? R�esolvons l'�equation homog�ene (H3) : y0 = 3 y associ�ee �a (E3).
Soit f une solution de (H3). Il existe donc c 2 R tel que f : x 7! ce3x .
? Donc : � : x 7! 2 + ce2x .
Or : � (2) = 1 , 1 = 2 + ce4 , c = � e� 4.
D'o�u : � : x 7! 2 � e� 4e2x .

Attention au pi�ege dans cet exercice, qui consisterait �a c hercher trop tôt c !
En e�et, on ne cherchec qu'en toute derni�ere �etape, lorsque la forme de la fonction cherch�ee (ici, � ) est connue.

11.7.2 Partie exercices

Solution exercice 7.9

1. Ce fait bien en calculant.

2. En r�esum�e, il faut donc r�esoudre l'�equation u0+ 10u = 100, soit u0 = � 10u + 100, avec comme condition particuli�ere.
Le d�etail des �etapes est laiss�e �a la lectrice.
En r�esum�e :
? u0 = 10 est une solution particuli�ere.
? f : t 7! ce� 10t est la forme g�en�erale des solutions de l'�equation (H ) : u0 = � 10u, qui est l'�equation homog�ene associ�ee.
? Donc : u : t 7! 10 + ce� 10t . LA condition initiale u(0) = 0 nous assure quec = � 10 et donc queu : t 7! 10� 10e� 10t .

4. Ceci est un abus de notation, signi�ant que f 0
0 est la fonction constante nulle.
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3. ? u0(t) = 100e� 10t > 0 donc u crô�t strictement.
? Comme lim

x !�1
ex = 0, on en d�eduit sans grande di�cult�e que lim

t ! + 1
u(t) = 10.

La tension aux bornes du condensateur ne fera qu'augmenter jusqu'�a atteindre 10 volts.

4. u(t) = 0 ; 95E , 10 � 10e� 10t = 9 ; 5 , : : : t =
ln(0; 05)

� 10
� 0; 3 secondes. C�a va tr�es vite !... Bon, en même temps, on

parle d'�electricit�e, l�a.

5. Pour la r�esoudre, repartir de l'�equation de base ~RCu0+ u = E et travailler tout le long avec des lettres.
On trouve u0 = E comme solution de l'�equation particuli�ere, f : t 7! Ke � t= (RC ) comme solution de l'�equation
homog�ene (avecK 2 R ) et u : t 7! E � Ee� t= (RC ) comme solution g�en�erale.
La r�eponse, pour avoir un temps de charge de 0; 6s (c'est-�a-dire u(0; 6) = 9 ; 5, que je vous laisse r�esoudre), est
~R =

� 0; 6
C ln(0; 05)

� 2:105
, soit une r�esistance deux fois plus importante que la r�esistance initiale (l'�ecart entre 2 � 105

et ~R s'expliquant par l'approximation e�ectu�ee �a la question pr�ec�ede nte, fort heureusement gomm�ee par l'emploi
judicieux des chi�res signi�catifs). C'est amusant, pour doubler le t emps de charge, il faut doubler la r�esistance :)

Solution exercice 7.10

1. N : t 7! N0e� 1;2097� 10� 4 t .

2. N (10000) = N (104) � 0; 298N0.

3. 0; 5N0 = N0e� 1;2097� 10� 4 T1= 2 , : : : T1=2 =
ln(0; 5)

� 1; 2097� 10� 4 � 5730:

4. Attention, si 95% est perdu, cela signi�e qu'il en reste 5% = 0; 05 !. Soit 0; 05N0 = N0e� 1;2097� 10� 4 T , : : : T =
ln(0; 05)

� 1; 2097� 10� 4 � 24800:

Solution exercice 7.11

1. Une solution particuli�ere est y0 =
0; 8
0; 04

= 20 et la forme des solutions de l'�equation homog�ene associ�ee �a (E) est

f : t 7! �e � 0;04t , o�u � 2 R .
g est donc de la forme :g : t 7! �e � 0;04t + 20. Or : g(0) = 100 ( � = 80 donc g :7! 80e� 0;04t + 20.

? Ainsi, g(t) 6 37 , :::t >
ln(17=80)

� 0; 04
� 39.

Le plat ne pourra donc être touch�e qu'au bout de 39 minutes.

2. On peut de mani�ere tout �a fait pertinente faire l'hypoth�ese q ue la temp�erature de la pi�ece est la temp�erature du plat
au bout d'un temps tr�es long. La limite de g �etant 20 (�a montrer), la temp�erature dans la cuisine est de 20 C.

Solution exercice 7.12

1. Et si vous n'y arrivez pas, ouvrez un livre de physique. Nous sommes ici pour faire des maths, diantre ! :)

2. Vous devez trouveri : t 7!
E
R

�
E
R

e� Rt=L .

Solution exercice 7.13

1. D'une part,f 0
0(x) = : : : = e2x (2ax2 + x(2b+ 2 a) + 2 c + b).

D'autre part, 3 f 0(x) + (3 x2 + 1) e2x = e2x (x2(3a + 3) + 3 bx + 3 c + 1).
Pour avoir l'�egalit�e, il faut donc que l'on ait :

2a = 3 a + 3
2b+ 2 a = 3 b

2c + b = 3 c + 1
,

a = � 3
b = 2 a = � 6
c = b� 1 = � 7

Ainsi, si f 0 est solution, alorsa = � 3, b = � 6 et c = � 7.
R�eciproquement, si f 0 : x 7! e2x (� 3x2 � 6x � 7), on v�eri�e facilement que f 0 est bien solution de (E).

2. Soit � une solution de (E).
Soit f = � � f 0.
On montre que f est solution de l'�equation homog�ene associ�eey0 = 3, i.e. il existe c 2 R tel que f : x 7! ce3x .
D'o�u � = f + f 0 et on conclut. Bim !

Solution exercice 7.14

1. Vrai car u ne s'annule jamais.

2. u est solution de (E) , u0(x) = 2 u(x) � 3u(x)2.

Or, pour tout r�eel x, u(x) =
1

w(x)
donc u0(x) =

� w0(x)
w2(x)

.

Ainsi : u est solution de (E) ,
� w0

w2 = 2
1
w

� 3
1

w2 , � w0 = 2 w � 3 , w0 = 3 � 2w , w est solution de (F ).
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3. w est donc la solution de (F ) telle que w(0) =
1

u(0)
= 4. Apr�es r�esolution, on trouve w : x 7! 2; 5e� 2x + 1 ; 5.

Donc : u : x 7!
1

2; 5e� 2x + 1 ; 5
.

Solution exercice 7.15

1. Se montre bien par implication r�eciproque.

2. On trouve une solution particuli�ere puis la forme de solution de l'�equation homog�ene et on trouve la solution g�en�erale :
z : t 7! ket= 20 + 3, k 2 R .

3. D'o�u le r�esultat en passant �a l'exponentielle dans l'�egalit�e g = ln( f ).

4. (a) f : t 7! eke t= 20 +3 . Or f (0) = 1 , : : : k = � 3. Donc : f : t 7! e� 3et= 20 +3 .

(b) Une �etude du signe de la d�eriv�ee permet de facilement montrer que la fonction est strictement d�ecroissante et donc
que l'e�ectif de la population ne cessera de baisser.

(c) La limite, par compos�ees successives, est lim
t ! + 1

f (t) = lim
X !�1

eX = 0. La population animal est donc amen�e �a

s'�eteindre. Snif.

(d) f (t) 6 0; 02 , :::t > 20 ln
•

3 � ln(0; 02)
3

‹
� 16; 693. Cela correspond au temps en ann�ees n�ecessaires pour qu'ily

ait moins de 20 d'animaux.

Solution exercice 7.16
La section "�equations di��erentielles d'ordre 2" est laiss�ee �a l'app r�eciation du lecteur (les questions sont tr�es d�etaill�ees,

laissez-vous guider). C'est un peu long �a taper, des tonnes d'exemples d�etaill�es existent sur internet et si d�ej�a vous r�eussiss ez
les �equations di��erentielles d'ordre 1, c'est cool !

11.8 Espace vectoriel

11.8.1 Partie cours

Solution exercice 8.1

1. Il faut reprendre la même d�emarche que l'exemple pr�ec�edent.
ˆ 0 2 R est l'�el�ement neutre pour l'addition, et pour tous r�eels x et x0, x � x = 0, x + x0 2 R .
ˆ De plus, 1 = 1Q est l'�el�ement neutre pour la multiplication.

Pour tous rationnels q et q0 et pour tous r�eels x et x0, q:(x+ x0) = q:x+ q:x0, q:(x+ x0) = q:x+ q:x0, (q:q0):x = q:(q0:x).
ˆ Donc : R est un Q espace vectoriel.
ˆ A l'inverse, Q n'est un R -espace vectoriel. En e�et, prenons un �el�ement deR qui ne soit pas dansQ, par exemple5

p
2. Soit

1
3

un �el�ement de Q.

Alors :
p

2:
1
3

=

p
2

3
.

Supposons que

p
2

3
2 Q.

Il existe alors p et q deux entiers premiers entre eux,q 6= 0, tels que

p
2

3
=

p
q

,
p

2 =
3p
q

)
p

2 2 Q, ce qui est

faux.

Donc

p
2

3
=2 Q.

On a donc pu trouver (au moins) un �el�ement de R qui, en multipliant un rationnel, donne un nombre qui n'est pas
rationnel.
Q n'est donc pas unR -espace vectoriel.

2. ˆ
�!
0

•
0
0

‹
est l'�el�ement neutre pour l'addition de vecteurs (quel que soit le vecteur �! u , �! u +

�!
0 =

�!
0 + �! u = �! u . ;

�! u + ( � �! u ) =
�!
0 )

ˆ Pour tout vecteur �! u et �! v , �! u + �! v = �! v + �! u et �! u � �! v est un vecteur �a 2 coordonn�es donc un �el�ement de R 2.
ˆ Voici pour l'aspect "somme".
ˆ Soit k et k0 deux r�eels.

On peut multiplier un vecteur par un r�eel en multipliant ses coordonn�ees par le r�eel. Tous les op�erations (distribu-
tivit�e, associativit�e) se v�eri�ent ainsi ais�ement
Par ailleurs, en multipliant un vecteur par 1 2 R , on garde le même vecteur.
Voici pour l'aspect "multiplication".

ˆ Donc : R 2 est un R -espace vectoriel

5. Remarquons que nous avons d�emontr�e dans le chapitre 1 qu e
p

2 n'est pas rationnel... Mais alors, tout serait li�e ? ? ?
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3. Exactement la même d�emarche, en notant 0R n = (0; : : : ; 0) l'�el�ement neutre pour l'addition et �! u = ( x1; : : : ; xn ) les
vecteurs. Remarquons que l'on note alors les coordonn�ees des vecteurs en ligne, avec le symbole "�egal" entre le vecteur
et ses coordonn�ees.

4. ˆ La fonction constante nulle est l'�el�ement neutre pour l'addition, la fonction constante �egale �a 1 celui pour la
multiplication.

ˆ L'addition de fonctions f et g d�erivables est commutative (f + g = g + f ) et toute fonction d�erivable a un oppos�e
(f + ( � f ) = 0).

ˆ En multipliant une fonction d�erivable par un r�eel, la fonction reste d �erivable. On peut ais�ement de fait obtenir
l'associativit�e et la distributivit�e.

ˆ L'ensemble des fonctions d�erivables deR dans R est donc bien unR -espace vectoriel.

Solution exercice 8.2
ˆ Comme toute fonction d�erivable est continue, D � C.
ˆ f : x 7! x est un �el�ement 6 de D donc D 6= 0.
ˆ Soit (�; � ) 2 R 2, soit 7 (f; g ) 2 D 2.

Alors �f + �g est une fonction d�erivable, d'apr�es les op�erations usuelles sur les fonctions d�erivables.
ˆ Donc : D est un R -sev deC.

Solution exercice 8.3

1. Soit A un sev deE. Soit a 2 A (existe car A est non vide.
La deuxi�eme caract�erisation nous assure que� a 2 A.
Donc : 0E = a + ( � a) 2 A toujours d'apr�es la deuxi�eme caract�erisation.

2. ˆ A \ B � A � E . Donc A \ B � E .
ˆ 0E 2 A; 0E 2 B donc 0E 2 A \ B donc A \ B 6= 0.
ˆ Soit a et b deux �el�ements de A \ B . Alors a et b sont aussi deux �el�ements deA.

Donc, commeA est un K � sev de E, pour tout � et � de K , �a + �b 2 A.
On montre de même que�a + �b 2 B .
Donc : �a + �b 2 A \ B .

ˆ Toutes les items de la 3�eme caract�erisation des sev est v�eri��ee.
Donc : A \ B est un sev deE.

3. Exactement la même d�emonstration que la question d'avant avec des trois petits points ou par r�ecurrence sur n
(l'h�er�edit�e utilisant la question d'avant et le fait que

T
16 i 6 n +1 A i =

€T
16 i 6 n A i

Š
\ An ).

4. ˆ Notons que, comme intersection de sev,vect(A) est un sev deE d'apr�es la question pr�ec�edente.
ˆ Soit B un sev deE contenant A.

Soit a 2 vect(A). Alors a 2 B par d�e�nition.
Ceci valant pour tout �el�ement de A, vect(A) 2 B .
Donc vect(A) est un sev deE plus petit que tout sev de E contenant A.

ˆ Il reste �a v�eri�er qu'il contient e�ectivement A.
Soit a 2 A.
Soit (B i )16 i 6 n la famille des sev contenantA.
Comme, pour tout i 2 [1;n], A � B i , alors a 2 B i .
Donc : a 2

T
16 i 6 n B i = vect(A).

Ceci valant pour tout �el�ement de A, on en conclut queA � vect(A).
ˆ vect(A) est donc bien le plus petit sev deE contenant A.

Solution exercice 8.4

1. ? Ici, E = R , qui est un R � ev.
De plus, pour tous r�eels (x; y) 2 R 2, pour tous (b; c) 2 R 2, f a(bx + cy) = a(bx + cy) = abx + cy = b(ax) + c(ay) =
bfa(x) + cf a(y).
f a est donc une application lin�eaire allant de E vers E .
C'est donc un endomorphisme.
? Pour a 6= 0, f a est strictement monotone et Im (f a) = R donc f a bijective.
Comme elle est de plus lin�eaire, elle est alors un automorphisme.
? En revanche, poura = 0, f 0 est la fonction constante nulle. En particulier, Im (f 0) 6= R . La fonction n'est donc pas
bijective. Elle n'est donc qu'un endomorphisme.

2. ? Ici, E = R 2 et F = R . Comme E 6= F , on sait d'ores et d�ej�a que l'on ne pourra pas parler d'endomorphisme (pour
ces derniers, l'espace de d�epartE et l'espace d'arriv�e F doivent être les mêmes).

3. Soit (X 1; X 2) 2 E 2. Il existe (x1; y1) 2 R 2 et (x2; y2) 2 R 2 tels queX 1 = ( x1; y1) et X 2 = ( x2; y2).
Soit de plus (a; b) 2 K 2.

6. on aurait pu choisir n'importe quelle fonction d�erivabl e de R dans R , comme la fonction constate nulle ou la fonction exponentie lle... Mais
pas la fonction logarithme n�ep�erien, qui n'est d�e�ni que sur ]0; + 1 [

7. Attention �a l'ordre des �etapes : il faut d�ej�a s'assure r que D est non vide avant de consid�erer des �el�ements f et g de D .
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Le but de la question (qui semble compliqu�ee de prime abord mais qui en r�ealit�e est tr�es simple) est de montrer que
g(aX 1 + BX 2) = ag(X 1) + bg(X 2): Essayez de faire par vous-même, pas �a pas, �a partir de cette indication.

? Remarquons que le vecteuraX 1 + bX2 a alors pour coordonn�ees8 (ax1 + bx2; ay1 + by2).
Alors : g(aX 1 + BX 2) = g((ax1 + bx2; ay1 + by2)) = ax1 + bx2 + ay1 + cy2 = a(x1 + y1) + b(x2 + y2) = ag(X 1) + bg(X 2):
Ainsi, pour tout couple (X 1; X 2) 2 R 2, pour tous r�eels a et b, g(aX 1 + BX 2) = ag(X 1) + bg(X 2):
Donc : g est bien une application lin�eaire.

Solution exercice 8.5
ˆ Pour montrer que Ker (f ) � Ker (g� f ), il faut montrer que tout �el�ement du noyau de f est aussi un �el�ement du noyau

de g � f , c'est �a dire montrer que si x 2 E v�eri�e f (x) = 0 F , alors g(f (x)) = 0 G .
Essayez �a partir de l�a, vous verrez, c'est tr�es simple !

Soit donc x 2 Ker (f ).
Par d�e�nition, f (x) = 0 E .
Donc : g � f (x) = g(f (x)) = g(0E ) = 0 F .
Donc x 2 Kef (g � f ).
Ceci valant pour tout x 2 Kef (f ), on en conclut queKer (f ) � Ker (g � f ).

ˆ Montrons d�esormais que Im (g � f ) � Im (g). C'est la même d�emarche que le point pr�ec�edent.
? Soit y 2 Im (g � f ).
Il existe alors x 2 E tel que y = g � f (x) = g(f (x)).
Or : f (x) = z 2 F .
Donc : il existe z 2 F tel que y = g(z).
Donc : y 2 Im (g).
Ceci valant pour tout �el�ement y de Im (g � f ), on en d�eduit que Im (g � f ) = Im (g).

Solution exercice 8.6

1. Voir l'avant-derni�ere remarque.

2. Le sens direct est "si f est injective alors ker(f ) = f 0E g". On va proc�eder par double inclusion pour montrer le
r�esultat.
? On sait d�ej�a que f (0E ) = 0 F .
Donc f 0E g 2 ker(f ).
? Soit d�esormais x 2 ker(f ).
Donc : f (x) = 0 F .
Ainsi, f (x) = f (0E ).
Comme f est injective, on en d�eduit que x = 0 E .
Donc ker(f ) � f 0E g.
? Ainsi : ker(f ) = f 0E g

3. Supposons d�esormais queker(f ) = f 0E g et montrons que f est injective.
Soit x et x0 deux �el�ements de E tels que f (x) = f (x0). Montrons que x = x0.
L'astuce ici est de calculerf (x) � f (x0). Essayez, vous verrez !

Ainsi : 0F = f (x) � f (x0) = f (x � x0) par lin�earit�e de f .
Donc x � x0 2 ker(f ).
Or : ker(f ) = f 0E g.
Donc : x � x0 = 0 E i.e. x = x0.
Ainsi, si f (x) = f (x0), alors x = x0.
Ceci valant pour tout ( x; x0) 2 E 2, on en conclut quef est injective.
? L'�equivalence est donc bien d�emontr�ee.

Solution exercice 8.7

1. Soit (a; b) 2 R � R et (X 1 = ( x1; y1); X 2 = ( x2; y2)) 2 R 2 � R 2.
Montrons que g(aX 1 + bX2) = ag(X 1) + bg(X 2).
Essayez par vous-même �a partir de l�a, c'est exactement le même d�emarche que l'exercice 6:4.

ˆ On peut commencer par remarquer que d'apr�es les op�erations habituelles sur les vecteurs, le vecteuraX 1 + bX2 a
pour coordonn�ees (ax1 + bx2; ay1 + by2)
Donc : g(aX 1 + bX2) = g((ax1 + bx2; ay1 + by2)) = 3 i (ax1 + bx2) = a � 3ix 1 + b� 3ix 2 = ag(X 1) + bg(X 2).
Ceci valant pour tous r�eels a et b et pour tous vecteursX 1 et X 2, l'application g est lin�eaire.
Comme elle va deR 2 dans C, on note celag 2 L (R 2; C).

8. Cela correspond aux op�erations usuelles sur les vecteur s. Si vous prenez un vecteur ~u(3; 4), le vecteur k~u a pour coordonn�ees (3 k; 4k). Même
principe ici et même principe pour la somme.
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2. ˆ Pour montrer que g n'est pas injective, il su�t de trouve un �el�ement de R 2 qui ne soit pas le vecteur nul (0; 0) tel
que son image parg vaille 0.

ˆ Pour montrer que g n'est pas surjective, il su�t de trouver un �el�ement de C qui n'est pas d'ant�ec�edent par g.
ˆ Essayez �a partir de l�a.
ˆ g(0; 42) = 3 � i � 0 = 0.

Donc : (0; 42)2 ker(g).
Comme (0; 42)6= 0 R 2 = (0; 0), on en d�eduit que le noyau de g n'est pas �egal �a 0R 2 .
g n'est donc pas injective d'apr�es le th�eor�eme pr�ec�edent.

ˆ Remarquons que l'ensemble des imagesIm (g) est inclus dans l'ensemble des imaginaires purs (en r�ealit�e, ils sont
�egaux mais peu importe ici).
Donc : g(X ) = 42 n'admet aucune solution.
Donc, d'apr�es le th�eor�eme pr�ec�edent, g n'est pas surjective.

3. Comme elle n'est pas injective,g n'est a fortiori pas bijective. 9

Solution exercice 8.8
Rappelons queA est un sev deE si et seulement siA � E , A 6= ; , 8(a; b) 2 A2; 8(�; � ) 2 K 2; �:a + �:b 2 A.

1. ˆ f (A) � F de mani�ere �evidente.
ˆ Si A est un sev deE, alors 0E 2 A.

Donc f (0E ) = 0 F . Ainsi, pour y = 0 F 2 F , il existe bien x = 0 E 2 E tel que f (x) = y.
Donc f (A) 6= ; .

ˆ Soit (y1; y2) 2 f (A)2 et (�; � ) 2 K 2.
Comme y1 2 f (A), il existe x1 2 A : f (x1) = y1. On a de mêmef (x2) = y2.
Ainsi : �:y 1 + �:y 2 = �f (x1) + �f (x2) = f (�:x 1 + �:x 2) par lin�earit�e de f .
Or, comme A est un sev deE, �:x 1 + �:x 2 2 A.
Donc : �:y 1 + �:y 2 = f (�:x 1 + �:x 2) 2 f (A).
Ceci valant pour tout ( y1; y2) 2 f (A)2 et (�; � ) 2 K 2, on en conclut, d'apr�es la caract�erisation des sev, queA est
bien un sev deF .

2. Même principe. Non vide car 0E 2 f � 1(B ). Inclus dans E �evidemment. Et f (�x 1 + �x 2) = �f (x1) + �f (x2) 2 B car
B est un sev donc�x 1 + �x 2 2 f � 1(B ). Et on conclut.

Solution exercice 8.9
ker(h) = f � 1(f 0F g) et f 0F g est un sev deF donc d'apr�es le point 2 de la proposition pr�ec�edente, ker(h) est un sev deE.

Solution exercice 8.10
Même chose que l'exemple, avecA = vect(1; 0; 0), B = vect(0; 1; 0) et C = vect(0; 0; 1).

11.8.2 Partie Exercices

Solution exercice 8.11
vect(1 ;0) est l'ensemble des vecteurs colin�eaires au vecteur�! u = (1; 0).
vect(2 ;0) est l'ensemble des vecteurs colin�eaires au vecteur�! w = (2; 0).
Or ces deux vecteurs sont colin�eaires entre eux.
Donc : vect(1 ;0)=vect(2 ;0).

Solution exercice 8.12
Pour chacun des deux cas, il faut utiliser la caract�erisation des sev dans la partie 3.
D�etaillons l�a ici pour F , G est laiss�e �a l'appr�eciation du lecteur.
ˆ f : x 7! x2 v�eri�e f (0) = 0 donc f 2 F et donc F 6= ; .
ˆ F est trivialement une partie de l'ensemble des fonctions deR dans R .
ˆ Soit f et g deux �el�ements de F , soit � et � deux r�eels.

Soit h : x 7! �f (x) + �g (x). Montrons que h est un �el�ement de F . Remarquons d'ores et d�ej�a qu'il s'agit d'une fonction
de R dans R .
Or : h(0) = �f (0) + �g (0) = � � 0 + � � 0 = 0.
Donc : h 2 F .

ˆ D'apr�es la caract�erisation des sev, on en conclut queF est un sev de l'ensemble des fonctions deR dans R .

Solution exercice 8.13
L�a encore, on va utiliser la caract�erisation des sev.
ˆ B � D de mani�ere triviale.
ˆ f : t 7! eat est une solution particuli�ere de (H ) donc B n'est pas vide.
ˆ Soient (f; g ) 2 B 2, (�; � ) 2 R2.

Soit h : x 7! �f (x) + �g (x).
Remarquons queh est d�erivable sur R par op�erations sur les fonctions d�erivables surR .
De plus, pour tout r�eel x,
h0(x) = �f 0(x) + �g 0(x) = �af (x) + �ag (x) = a(�f (x) + �g (x)) = ah(x).

9. Cette phrase marche aussi en rempla�cant "injective" par "surjective". Rappelons en e�et qu'une application est bij ective si elle est �a la fois
injective et surjective. L�a, elle n'est ni l'un ni l'autre !
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Donc : h 2 B .
ˆ Puis conclusion.

Solution exercice 8.14

1. (a) Certainement pas, quelle id�ee saugrenue !

(b) f (x) = 0 , x2 + 1 = e0 , x2 = 0 , x = 0.
Attention, le pi�ege est l�a ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
On ne peut pas conclure sur l'injectivit�e de f �a ce stade puisquef n'est pas lin�eaire.
Pour montrer qu'une fonction de R dans R est injective, il faut montrer qu'elle est strictement monotone et donc
�etudier ses variations !
Or, l'�etude de ses variations (laiss�ees �a la lectrice) montre que f d�ecrô�t sur ] � 1 ; 0] et crô�t ensuite.
f n'est donc pas monotone : elle n'est donc pas injective.

2. (a) Même principe que pour les autres.

(b) X = ( x; y; z) 2 ker(g) , (2x+ y� z; x� y+3 z) = (0 ; 0) ,
§

2x + y � z = 0
x � y + 3 z = 0

,
§

z = 2 x + y
x � y + 3(2 x + y) = 0

,

§
z = 2 x + y

7x = � 2y
,

8
><

>:

z =
� 4
7

y + y =
3
7

y

x =
� 2
7

y
,

8
<

:

x = � 2t
y = 7 t
z = 3 t

avecy = 7 t 2 R .

On reconnâ�t la repr�esentation param�etrique d'une droite passant par l'origine O(0; 0; 0) (ce qui fait le lien avec les
fonctions lin�eaires... Incroyable !).

Le noyau deg est donc la droite dont une repr�esentation param�etrique est

8
<

:

x = � 2t
y = 7 t ; t 2 R
z = 3 t

et n'est donc

pas r�eduit (0 ; 0; 0).
g n'est donc pas injective.

3. Il s'agit pour cela de montrer que l'application est lin�eaire, injectiv e et surjective. Essayez �a partir de l�a.
ˆ Pas de probl�eme pour l'aspect lin�eaire, on a d�ej�a fait des cas similaires. Il faut consid�erer C et R comme desR -ev.
ˆ z = x + iy 2 ker(h) , h(z) = 0 R 2 , (x; y) = (0 ; 0) , z = 0.

Donc : ker(h) = f 0R 2 g.
Donc : h est bien injective.

ˆ Soit (x; y) un couple de r�eels et soit z = x + iy . Alors : h(z) = ( x; y).
Tout �el�ement de l'espace d'arriv�ee a donc un ant�ec�edent : h est donc surjective.

ˆ On en conclut queh est bien un isomorphisme.
A noter que ce n'est pas un automorphisme car les espaces de d�epart et d'arriv�ee sont di��erents.

Solution exercice 8.15

1. Soit y 2 Im (f + g). Il existe donc x 2 E tel que (f + g)(x) = y soit f (x) + g(x) = y.
Or : f (x) 2 Im (f ) et g(x) 2 Im (g) donc y 2 Im (f ) + Im (g).
Ceci valant pour tout y 2 Im (f + g), on en conclut queIm (f + g) � Im (f ) + Im (g).

2. Soit x 2 ker(f ) \ ker(g).
Alors en particulier x 2 ker(f ) donc f (x) = 0.
De même,g(x) = 0.
Donc : (f + g)(x) = f (x) + g(x) = 0 + 0 = 0.
Donc x 2 ker(f + g).
Ceci valant pour tout x 2 ker(f ) \ ker(g), on en conclut queker(f ) \ ker(g) � ker(f + g).

3. Quelques pistes pour la r�esolution pour commencer. Quand il s'agit de montrer une �equivalence qui n'est pas simple
comme c'est le cas ici, une technique s�ecure est de d'abord montrerle sens direct puis le sens r�eciproque (ou l'inverse,
mais en tout cas de faire un sens puis l'autre).
De plus, on doit montrer des �egalit�es d'ensemble. Pour cela, une autre technique s�ecure est de montrer que chaque
ensemble est inclus dans l'autre (rappel de la m�ethode vue au chapitre 1 : soit x 2 A. On raisonne et on montre que
x 2 B . Ceci valant pour tout x 2 A, alors A � B . Puis soit y 2 B .... donc y 2 A donc.... B � A. Donc, par double
inclusion, A = B .)
Bref, c'est une question qui prend du temps. Cependant, si on d�ecompose proprement les �etapes et le raisonnement,
vous pourrez constater qu'il n'y a �nalement pas de di�cult�es part iculi�eres. Essayez, vous verrez !
ˆ Montrons que ker(f ) = ker(h � f ) ) Imf \ ker(h) = f 0E g.

? Remarquons que l'on imm�ediatement le fait que f 0E g � Imf \ ker(h). Montrons d�esormais l'inclusion dans
l'autre sens.
? Soit donc y 2 Imf \ ker(h).
Comme y 2 Im (f ), il existe donc x 2 E tel que f (x) = y.
Comme y 2 ker(h), h(y) = 0 G .
Donc : OG = h(f (x)) = h � f (x).
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Donc : x 2 kerh � f .
Or : kerh � f = kerf .
Donc : x 2 kerf .
Donc : f (x) = 0 F i.e. y = 0 F .
Ceci valant pour tout y 2 Imf \ ker(h), on en d�eduit que Imf \ ker(h) � f 0E g.
Par double inclusion, on a alors queImf \ ker(h) = f 0E g.
Le sens direct est d�emontr�e, yeah ! Passons au sens r�eciproque !10

ˆ R�eciproquement, supposons queImf \ ker(h) = f 0E g et montrons queker(f ) = ker(h � f ).
? Soit x 2 kerf .
Alors f (x) = 0 F .
Donc : h � f (x) = h(f (x)) = h(0F ) = 0 G .
Ceci valant pour tout x 2 kerf , on en d�eduit que kerf � ker(h � f ).
? Soit x 2 ker(h � f ). Alors : h � f (x) = 0 F i.e. h(f (x)) = 0 F .
Donc : f (x) 2 ker(h).
Or : f (x) 2 Imf .
Donc : f (x) = 0 E .
Donc : x 2 ker(f ).
Ceci valant pour tout x 2 kerh � f , on en d�eduit que ker(h � f ) � ker(f ).
Par double inclusion, on en conclut queker(h � f ) = ker(f ).

ˆ Finalement, par implication r�eciproque, nous avons bien d�emontr�e l'�equivalence souhait�e, �a savoir ker(f ) = ker(h �
f ) , Imf \ ker(h) = f 0E g

Remarque : il y a souvent un sens, dans les inclusions, qui est simple �a montrer et qui par ailleurs
est toujours vrai. L'autre en revanche est souvent plus tech nique et fait appel aux sp�eci�cit�es de la
question. De toute fa�con, dans une d�emonstration, il faut �a un moment ou �a un autre utiliser toutes
les hypoth�eses !

4. Conseils globaux : ce sont les mêmes m�ethodes que la question pr�ec�edente. Je vais donc me permettre d'aller un chouia
plus vite.
ˆ Supposons queF = Imf + kerh.

? Soit y 2 Im (h � f ).
Il existe donc x 2 E tel que y = h � f (x) = h(f (x)) 2 Imh .
On en d�eduit que Im (h � f ) � Im (h).
? Soit y 2 Im (h).
Il existe x 2 F tel que h(x) = y.
Or : F = Imf + kerh.
Il existe donc a 2 Imf et b 2 kerh tel que x = a + b.
Donc : y = h(x) = h(a + b) = h(a) + h(b) = h(a) car b 2 kerh (et par lin�earit�e de h.
Or, a 2 Imf donc il existe c 2 E tel que f (c) = a.
Donc : y = h(f (c)) = h � f (c) 2 Im (h � f ).
? Par suite, Im (h) � Im (h � f ) puis Im (h) = Im (H � f ).

ˆ R�eciproquement, supposons queIm (h) = Im (h � f ) et montrons que Imf + kerh = F .
? On montre rapidement que Imf + kerh � F .
? Soit y 2 F . L'id�ee est de trouver deux �el�ements y1 2 Im (f ) et y2 2 ker(h) tels que y = y1 + y2.
Bon, soyons francs, c'est clairement une question bien plus di�cile que ce que vous avez fait jusqu'�a maintenant.
J'ai h�esite �a la laisser mais je trouve int�eressant de vous pr�esenter des points astucieux �egalement.
Disons qu'il faut au moins essayer en rempla�cant ce qu'on a et en for�cant le destin.
? Comme y 2 F , on peut calculer h(y) et h(y) 2 Im (h).
Or : Im (h) = Im (h � f ) donc il h(y) 2 Im (h � f ).
Il existe donc x 2 E tel que h(y) = h � f (x).
Et c'est l�a le coup de g�enie !
? �Ecrivons y = f (x) + y � f (x).
Alors f (x) 2 Im (f ). Il faudrait que y � f (x) soit dans ker(h) pour pouvoir conclure. Pourvu que �ca marche !
Et en e�et, h(y � f (x)) = h(y) � h(f (x)) = h(y) � h � f (x) = 0 G .
Donc : y � f (x) 2 kerh.
? Ainsi, on peut bien d�ecomposery comme la somme d'un �el�ement de Imf et d'un �el�ement de kerh. Donc y 2
Imf + kerh et par suite F � Imf + kerh.
? Par double inclusion, on en conclut queF � Imf + kerh

ˆ D'o�u l'�equivalence d�emontr�ee par implication-r�eciproque.

Solution exercice 8.16

1. Soit � : R 2 ! R ; (u; w) 7! 2u � w.
On montre sans trop forcer que� 2 L (R 2; R ).
Alors A = ker(� ) est un sev deR 2 d'apr�es l'exercice 6.9.

2. (a) L'id�ee de l'analyse est de se dire : "Bon, les solutions, si elles existent, quelle sera n�ecessairement leur forme ?
Essayons de voir cela.".

10. Et oui, nous n'avons fait que la moiti�e de la question. Du nerf, soldat !
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Soit donc (x; y) 2 R 2.
On suppose qu'il existe (a; b) 2 A � B tel que (x; y) = a + b.
a est de la forme (u; w) 2 R 2 avec 2u � w = 0 i.e. w = 2 u soit encorea = ( u; 2u).
De même, il existek 2 R tel que b = ( k; k) (tout vecteur de B est un vecteur colin�eaire au vecteur (1; 1).
Donc : (x; y) = ( u; 2u) + ( k; k) = ( u + k; 2u + k). On peut �ecrire cela sous la forme d'un syst�eme : (S) :§

x = u + k
y = 2 u + k

d'inconnue u et k.

Alors : (S) ,
§

x = u + k
y � x = u (L 1)  (L 2) � (L 1)

,
§

x = y � x + k
u = y � x

,
§

k = 2 x � y
u = y � x

.

Ainsi, si a et b existe, alorsa = ( y � x; 2y � 2x) et b = 2 x � y; 2x � y).

(b) La synth�ese, c'est l'inverse en fait. On va regarder si les solutions trouv�ees fonctionnent bien. N'ayez pas peur, �ca
fonctionne tout le temps. Pourquoi le faire alors, me direz-vous ? Derri�ere sa cache un raisonnement en implication-
r�eciproque. Quand on r�esout une �equation, il y a toujours le petit symbole , qui se prom�ene. Ce n'est pas anodin !
Or, dans l'analyse, il y a du "Donc". Donc on perd l'�equivalence. Il faut donc v�eri�er que les solutions trouv�ees
fonctionnent bien.
ˆ Soit (x; y) 2 R 2.

Posonsa = ( y � x; 2y � 2x) et b = (2 x � y; 2x � y).
Comme 2(y � x) � (2y � 2x) = 0, a 2 A.
De plus, b = (2 x � y)(1; 1) donc b 2 B .
En�n, a + b = ( y � x + 2 x � y; 2y � x + 2 x � y) = ( x; y).
Donc : (x; y) = a = b 2 A + B . Ceci valant pour tout �el�ement de R 2, R 2 � A + B .

ˆ Comme A + B � R 2, R 2 = A + B .

3. Il reste �a montrer que A et B sont en somme direct. Pour cela, il su�t de montrer que A \ B = f 0R 2 g.
Bon, alors d�ej�a et sans e�ort, f 0R 2 g � A \ B:
R�eciproquement, soit X = ( u; v) 2 A \ B .
Comme X 2 B , u = v donc X = ( u; u).
Comme X 2 A, 2u � u = 0 i.e. u = 0.
Donc X = (0 ; 0) = 0 R 2 .
Ainsi, par double inclusion, f 0R 2 g = A \ B:
On en conclut queA � B = R 2

11.9 Polynômes

11.9.1 Partie cours

Solution exercice 9.1

1. Si l'on consid�ere A = X 2 + 1 et B = � X 2 + X alors A + B = X + 1.
Ainsi, deg(A + B ) = 1 < 2 = deg(A) = max(deg(A); deg(B )).

2. Si l'un des deux polynômes est �egal �a 0, la proposition est �evidente. Supposons-le tous deux di��erents de 0. Supposons
de plus quedeg(A) > deg(B ) (leurs rôles �etant sym�etriques, on peut bien faire une telle hypoth�ese).

On note A =
deg(A )X

k=0

ak X k et B =
deg(B )X

p=0

bk X p.

Pour tout p 2 [deg(B ) ; deg(A)], p entier, posonsbp = 0.

Alors : A + B =
deg(A )X

k=0

ak X k +
deg(B )X

p=0

bpX p =
deg(A )X

k=0

ak X k +
deg(A )X

p=0

bpX p =
deg(A )X

k=0

ak X k +
deg(A )X

k=0

bk X k =
deg(A )X

k=0

(ak + bk )X k .

Si adeg(A ) 6= � bdeg(A ) , alors deg(A + B ) = deg(A). Sinon, deg(A + B ) 6 deg(A) � 1 < deg(A).
Donc : deg(A + B ) 6 deg(A) = max(deg(A); deg(B )).
De plus, sideg(A) 6= deg(B ), alors n�ecessairement 06= adeg(A ) 6= � bdeg(A ) = 0. Donc : deg(A+ B ) = max(deg(A); deg(B )).

3. Cela revient �a multiplier tous les coe�cients de A par � . Si on multiplie par 0, tous les coe�cients de A deviennent
nul donc A = 0 et donc deg(A) = �1 . Sinon, les nouveaux coe�cients deA sont (�a k )k2 N , avec pour tout entier k,
�a k 2 K .

4. Il faut donc calculer AB tranquillement et v�eri�er que son coe�cient associ�e X 4 est �egal �a a0b4 + a1b3 + a2b2 + a3b1 +
a4b0 = � 7 � 0 + 3 � 1 + 1 � 0 + 0 � 0 + 0 � (� 4).

Solution exercice 9.2 Soit (A; B ) 2 K [X ]2, (k; k0) 2 K .
On reprend la d�emarche de l'exemple 6:2, avec le polynôme nul comme �el�ement neutre pour l'addition et le polynôme

valant 1 comme �el�ement neutre pour la multiplication.

Solution exercice 9.3
On reprend les notations de la d�e�nition pr�ec�edente.
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1. deg(B ) > 0 car B 6= 0. De plus, commeB 6= 0, A 6= 0 et L 6= 0 donc deg(A) > 0 et deg(L ) > 0.
Alors : deg(B ) = deg(AL ) = deg(A) + deg(L ) , deg(A) = deg(B ) � deg(L ) 6 deg(B ) car deg(L ) > 0.

2. Notons L et L 0 les poly,ômes tels queB = AL et A = BL 0. Alors : B = ( BL 0)L = B (LL 0).
Donc : deg(B ) = deg(B (LL 0)) = deg(B ) + deg(LL 0) , deg(LL 0) = 0 , deg(L ) + deg(L 0) = 0.
Si L ou L 0 est le polynôme nul alorsdeg(LL 0) = �1 , ce qui est impossible. Les deux polynômes sont donc non nuls
ici.
Dans ce cas,deg(L ) > 0 et deg(L 0) > 0). Comme deg(L ) + deg(L 0) = 0, on en d�eduit que deg(L ) = deg(L 0) = 0, i.e.
les polynômesL et L 0 sont donc constants non nul.
Posons� 2 K ? tel que L = � . Alors B = �A .

Solution exercice 9.4

1. On �elimine monôme par monôme, en pensant au coe�cient. Ainsi, on commence par retirerX 2 � (X 3 � 2X +3 �a notre
polynôme de base, ce qui donne 4X 4 + 4 X 3 � 2X 2 � X � 1. Puis on retire �a ce dernier 4X (X 3 � 2X + 3), ce qui donne
4X 3 + 6 X 2 � 13X � 1. etc.

X 5 +4 X 4 +2 X 3 + X 2 � X � 1 X 3 � 2X + 3
� (X 5 � 2X 3 +3 X 2) X 2 + 4 X + 4

4X 4 +4 X 3 � 2X 2 � X � 1
� (4X 4 � 8X 2 +12X )

4X 3 +6 X 2 � 13X � 1
(� 4X 3 � 8X +12)

6X 2 � 5X � 13

Au �nal, X 5 + 4 X 4 + 2 X 3 + X 2 � X � 1 = ( X 3 � 2X + 3)( X 2 + 4 X + 4) + 6 X 2 � 5X � 13.
On v�eri�e rapidement que les r�esultats sont coh�erents, en regardant la constante (� 1 = 3 � 4 � 13 donc �ca marche)
et le monôme de plus haut degr�e (X 5 = X 3 � X 2 donc �ca marche). Si l'on dispose de plus de temps, on n'h�esite pas
�a d�evelopper le r�esultat trouv�e (�a la main ou �a la calculatrice si celle-ci dispose d'un logiciel de calculs formels) pour
v�eri�er que l'on retrouve bien le r�esultat de base.

2. �Evident si on raisonne par implication-r�eciproque (donc en montrant d'abord le sens direct, qui utilise l'unicit�e de la
d�ecomposition, puis le sens r�eciproque, qui utilise la d�e�nition de B jA).

Solution exercice 9.5 B = X 2 +2 X +1 = ( X � 1)2. Sinon, on peut retrouver les racines avec la bonne vieille technique
du discriminant !

Solution exercice 9.6
Notons � le discriminant de C.
Alors � = ( � 23)2 � 4 � 6 � 21 = 25 > 0.

Comme � > 0, le polynôme admet deux racines r�eelles distinctes,x1 =
� b�

p
�

2a
=

23� 5
12

=
3
2

et x2 =
7
3

.

Les deux racines deC sont donc
3
2

et
7
3

. Ce sont des racines simples, et leur multiplicit�e est donc 1.

On peut donc �ecrire C = 6
•

X �
3
2

‹ •
X �

7
3

‹
.

Solution exercice 9.7
ˆ () ) Supposons que� soit une racine deA et montrons que ~A(� ) = 0.

Comme � est une racine deA, il existe L 2 K [X ] tel que A = ( X � � )L .
Donc : ~A : x 7! (x � � ) ~L (x).
Donc : ~A(� ) = ( � � � ) ~L (� ) = 0.

ˆ (( ) R�eciproquement, supposons que~A(� ) = 0 et montrons que � est une racine deA.
R�ealisons la division euclidienne deA par (X � � ).
Alors il existe deux polynômesQ et R, avecdeg(R) < deg(X � � ), tel que A = ( X � � )Q + R.
Remarquons que puisquedeg(X � � ) = 1, le degr�e de R est au plus 0 : il s'agit donc d'un polynôme constant.
Or, ~A(� ) = ( � � � ) ~Q(� ) + ~R(� ) = ~R(� ).
Donc : ~R(� ) = ~A(� ) = 0.
On en d�eduit que R est le polynôme nul. Donc :A = ( X � � )Q.
Donc (X � � ) divise bien A.

Solution exercice 9.8

1. () ) Par d�e�nition, nous savons en e�et qu'il existe un polynôme B tel A = ( X � � )k B .
Montrons par l'absurde que ~B (� ) 6= 0. Supposons donc ~B (� ) = 0.
D'apr�es la proposition pr�ec�edente, il existe L 2 K [X ] tel que B = ( X � � )L .
Donc : A = ( X � � )k (X � � )L = ( X � � )k+1 L .
Ainsi, (X � � )k+1 divise A, ce qui est en contradiction avec le fait que� soit une racine d'ordre exactementk.
On en conclut queB (� ) 6= 0.
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2. �Evident, par d�e�nition.

Solution exercice 9.9
ˆ Pour l'h�er�edit�e, on a quelque chose de la forme pour tout i 2 [1 ; n + 1], i entier, ai est une racine d'ordre au moins� i .

D'apr�es l'hypoth�ese de r�ecurrence, A =
nY

i =1

(X � ai )� i � B1, o�u B1 2 K [X ]

Donc : 0 = ~A(an +1 ) =
nY

i =1

(an +1 � ai )� i � ~B1an +1 .

Comme les (ai ) sont tous distincts,
nY

i =1

(an +1 � ai )� i 6= 0.

Donc : B1(~� ) = 0 i.e. � est une racine deB1. On peut donc �ecrire B1 = ( X � an +1 )B2.

ˆ On sait donc queA =
nY

i =1

(X � ai )� i � (X � an +1 )B2.

Si � n +1 = 1, B2 ne sera pas divisible par (X � an +1 ) et la d�emonstration s'arrête l�a. Sinon, il sera divisible et on it�er e
le processus� n +1 fois.

On en d�eduit qu'il existe C = B1+ � n +1 tel que A =
nY

i =1

(X � ai )� i � (X � an +1 )� n +1 C, ce qui �etait bien le r�esultat

souhait�e.

Solution exercice 9.10

deg(A) = deg(B ) +
sX

i =1

� i , deg(B ) = 0 car n = deg(A) =
sX

i =1

� i . D'o�u la conclusion.

Solution exercice 9.11

1. ˆ Notons z = rei� , r > 0. Alors z4 = � 1 , r 4 � ei 4� = 1 � ei� , r 4 = 1 et 4� = � [2� ].
Or : r 4 = 1 , r 4 � 1 = 0 , (r 2)2 � 12 = 0
A partir de l�a, essayez par vous-même !
Donc r 4 = 1 , (r 2 � 1)(r 2+1) = 0 , r 2 � 1 = 0 car r 2+1 > 0 , (r � 1)(r +1) = 0 , r � 1 = 0 car r +1 > 0 , r = 1.

De plus, 4� = � [2� ] , 4� = � + 2 k�; k 2 Z , � =
�
4

+ k
�
2

, � =
�
4

h�
2

i
:.

Donc, modulo 2� , les valeurs possibles pour� sont
�
4

,
�
4

+
�
2

=
3�
4

,
3�
4

+
�
2

=
5�
4

et
5�
4

+
�
2

=
7�
4

.

Remarquons que
7�
4

+
�
2

=
9�
4

, ce qui revient �a
�
4

modulo 2� .

Les quatre solutions de l'�equation sont donc z1 = 1 � ei�= 4 =

p
2

2
+ i

p
2

2
, z2 = 1 � e3i�= 4 = �

p
2

2
+ i

p
2

2
,

z3 = 1 � e5i�= 4 = �

p
2

2
� i

p
2

2
et z4 = 1 � ei�= 4 =

p
2

2
� i

p
2

2
.

ˆ | Ces quatre solutions sont donc donc quatre racines desX 4 + 1 dans C[X ]. Comme c'est un polynôme de degr�e
4, il admet au plus quatre racines.
Son coe�cient dominant �etant 1, on en d�eduit que X 4 + 1 = ( z � z1) � (z � z2) � (z � z3) � (z � z4) =�
z � ei�= 4

� �
z � e3i�= 4

� �
z � e5i�= 4

� �
z � e7i�= 4

�
.

ˆ Il faut utiliser les identit�es remarquables a2 + 2 ab+ b2 = ( a + b)2 et a2 � b2 = ( a � b)(a + b):
Ainsi,
X 4 + 1 = X 4 + 2 X 2 � 2X 2 + 1

= X 4 + 2 X 2 + 1 � 2X 2

(X 2)2 + 2 � X 2 � 1 + 12 � 2X 2

(X 2 + 1) 2 � 2X 2

(X 2 + 1) 2 � (
p

2X )2

(X 2 �
p

2X + 1)( X 2 +
p

2X + 1)
On obtient ainsi une forme factoris�ee du polynôme.

ˆ On peut s'arrêter l�a mais il est pertinent de tester si l'on peut encore simpli�er l'�ecriture. Notons � le discriminant
des deux polynômes (oui, c'est le même, voyons !).
� = 2 � 4 � 1 = � 2 < 0 donc aucune racine r�eelle pour chacun d'entre eux donc on ne peut pas d�ecomposer dans
R [X ] davantage.

ˆ On peut faire autrement grâce �a la question 1. En e�et, si P = X 2 �
p

2X + 1 �etait d�ecomposable dans R [X ], par
unicit�e de la d�ecomposition, alors l'un des facteurs de la d�ecomposition dans C[X ] diviserait P . Or chacun de ces
facteurs est �a coe�cients dans C et non dansR : ce ne sont donc pas des polynômes deR [X ].
On ne peut donc pas simpli�er davantage l'�ecriture dans R [X ].

11.9.2 Partie exercices

Solution exercice 9.12

1. On r�esout, comme dans l'exemple pr�ec�edent, x6 + 27 = 0 , x6 = � 27 �a l'aide de la forme trigonom�etrique.
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On trouve � 2 f
�
6

;
3�
6

=
�
2

;
5�
6

;
7�
6

;
9�
6

g et r 2 = 3 soit r =
p

3 car r > 0.

Donc : X 6 + 27 =
4Y

k=0

€
X �

p
3eki�= 6

Š
.

2. Cela revient �a r�esoudre ein� = ei0, ce qui donne� =
2k�
n

; k 2 [0;n � 1] \ N .

Donc : X n � 1 =
n � 1Y

k=0

€
X � ei 2k�=n

Š
.

Solution exercice 9.13
? Notons b et c les complexes distincts tels queQ = ( X � b)(X � c) = X 2 � (b+ c)X + bc[Q est de degr�e 2 : on peut donc

l'�ecrire sous forme factoris�ee]. En particulier, b+ c = a (E1) et bc= 1 ( E2).
? P ayant les mêmes racines queQ, il existe deux complexesd et e (�eventuellement �egaux) tels que P = Q(X � d)(X � e) =

(X � b)(X � c)(X � d)(X � e) = : : : = X 4 � (b+ c+ d+ e)X 3 + ( ed+ ( b+ c)(d+ e) + bc)X 2 � ((b+ c)ed+ bc(d+ e))X + bced:
En utilisant les �egalit�es ( E1) et (E2), on peut �ecrire P = X 4 � (a + d + e)X 3 + ( ed+ a(d + e) + 1) X 2 � (aed+ d + e)X + ed:

En identi�ant les coe�cients avec P = X 4 + 0 � X 3 + 0 � X 2 � 1 � X + a, on obtient en particulier les �egalit�es suivantes8
>><

>>:

b+ c = a(E1)
b+ c + d + e = 0(avec les coe�cients de X 3)

aed+ d + e = 1(avec les coe�cients de X )
ed = a(avec les constantes)

,

8
>><

>>:

b+ c = a
a + d + e = 0

a2 + d + e = 1
ed = a

Avec les lignes 1 et 2, on obtient l'�equation

de degr�e 2 ena suivante : a2 � a = 1 , a2 � a � 1 = 0.

On trouve un discriminant de 5 donc deux possibilit�es : a =
1 �

p
5

2
:

Solution exercice 9.14
Dans C[X ], il existe trois complexesa, b et c tels quea+ b = 1 et P(X ) = 2( X � a)(X � b)(X � c) (car P est un polynôme

de degr�e 3 et de coe�cient dominant 2). En d�eveloppant les deux premiers facteurs entre eux, en rempla�canta + b par 1
et en ordonnant P, on obtient P = 2 X 3 � X 2(2c + 2) + X (2c + ab) + abc. Par identi�cation des coe�cients, on obtient le

syst�eme suivant :

8
<

:

2c + 2 = � 1
1 + ab = � 7

abc = d
,

8
<

:

c = 0 ; 5
ab = � 8
d = abc= � 4

et donc d = � 4.

Solution exercice 9.15
Notons n le degr�e deP. Le polynômeQ est donc de degr�e au plusn. Or, pour tout entier k 2 [0;n], ~Q(kT ) = ~P(kT )� ~P(0) =

~P(0) � ~P(0) = 0 (par p�eriodicit�e de P). Donc Q admet au moins n + 1 racines (en r�ealit�e une in�nit�e !). Comme il est de
degr�e au plus n, on en d�eduit que Q est le polynôme nul. Ainsi, P(X ) = P(0) et donc P est un polynôme constant.

Solution exercice 9.16

1. �ca marche.

2. une r�ecurrence surn = deg(P) et tout se passe bien. On rappelle queP (k ) est la d�eriv�ee k i�eme de P. Ainsi, P (2) est la
d�eriv�ee de la d�eriv�ee, soit au �nal la d�eriv�ee de P (1) = P0; P (3) est la d�eriv�ee de la d�eriv�ee de la d�eriv�ee, soit au �nal
la d�eriv�ee de P (2) .
Par convention, P (0) = P et P (1) = P0.
Voici les grandes �etapes de la r�ecurrence.
ˆ Introduction de la propri�et�e
ˆ Initialisation

Pour n = 0, P est un polynôme constant doncP(X ) = � , o�u � 2 K .

Or :
0X

k=0

P (k ) (a)
k!

(X � a)k =
P (0) (a)

0!
(X � a)0 =

�
1

� 1 = � = P(X )

Donc la propri�et�e est vraie au rang 0.
ˆ H�er�edit�e

On suppose la propri�et�e vraie �a un certain rang n.
Soit P(X ) un polynôme de degr�e n + 1.

Alors il existe (a0; :::; an +1 ) 2 K n +2 tel que P(X ) =
n +1X

k=0

ak X k :

Par d�e�nition, P0(X ) =
n +1X

k=1

ak kX k � 1 =
nX

k=0

ak+1 (k + 1) X k est un polynôme de degr�en, de c. On peut donc lui

appliquer l'hypoth�ese de r�ecurrence.

Ainsi, P0(X ) =
nX

k=0

(P0)k (a)
k!

(X � a)k =
nX

k=0

(P)k+1 (a)
k!

(X � a)k =
n +1X

k=1

(P)k (a)
(k � 1)!

(X � a)k � 1.

En primitivant (rappelons que ( P)k (a) est une constante pour toutk !), on trouve P(X ) =
n +1X

k=1

(P)k (a)
(k)!

(X � a)k + m,

o�u m est constante deK .
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Or : Si on calcule avec cette formuleP(a), les (X � a) faisant 0, on obtient P(a) = m.

Donc : P(X ) =
n +1X

k=1

(P)k (a)
(k)!

(X � a)k + P(A) =
n +1X

k=1

(P)k (a)
(k)!

(X � a)k +
P0(a)

0!
� (X � a)0 =

n +1X

k=0

(P)k (a)
(k)!

(X � a)k .

ˆ Conclusion

3. L�a-aussi, la r�ecurrence fonctionne bien. On ne pr�esente icique l'initialisation (pour n = 1).
Comme a est une racine d'ordre 1, il existe un polynômeB tel que P(X ) = ( X � a)B (X ) et B (a) 6= 0.
Alors P(a) = 0 et P0(X ) = B (X ) + ( X � a)B 0(X ).
Donc : P0(a) = B (a) + 0 = B (a) 6= 0.
L'initialisation est donc bien v�eri��ee. L'h�er�edit�e fonctionne de la même mani�ere.

Solution exercice 9.17
Pas du tout. Contre-exemple avecP(X ) = ( X � 1)(X � 2) et Q(X ) = ( X � 1)(X � 2)(X � 3).

11.10 Espace vectoriel de dimension �nie

11.10.1 Partie cours

Solution exercice 10.1 Au point situ�e �a l'origine.

Solution exercice 10.2

1. Il su�t de choisir deux vecteurs non colin�eaires, par exemple ~u(2; 0) et vecv(3; 0).
Alors : 3~u � 2~v = 0 R 2 . Il existe donc bien des r�eels� = 3 et � = � 2 non tous les deux nuls tels que�~u + �~v = 0 R 2 .

2. Soit11 e1 = (1; 0; 0), e2(0; 1; 0) et e3(2; 0; 1).
ˆ On montre assez ais�ement que (e1; e2; e3) est une famille libre.
ˆ Soit u(x; y; z) 2 R 3. Il faut montrer que u se d�ecompose en fonction dee1, e2, e3.

Or 12 : (x � 2z)e1 + ye2 + ze3 = u.
Attention �a bien comprendre le rôle des di��erents lettre s ici : e1 est un vecteur ; x est un r�eel.
(e1; e2; e3) est donc une base deR 3.

3. ˆ L'aspect g�en�erateur est �evident : on peut exprimer n'importe q uel polynôme de degr�e au plusn comme combinaison
lin�eaire de (1; X; :::; X n ).
Par exemple, pourn = 4 : X 3 � 7 = 0 � X 4 + 1 � X 3 + 0 � X 2 + 0 � X + ( � 7) � 1.

ˆ Soit (� 0; :::; � n ) 2 K n +1 tels que
nX

k=0

� k X K = 0 :

En rempla�cant X par 0, on obtient que � 0 = 0.

Donc : 0
nX

k=1

� k X k = X

 
nX

k=1

� k X k � 1

!

:

Comme X n'est pas identiquement nul, on en d�eduit que 0 =
nX

k=1

� k X k � 1.

De même, on en d�eduit que� 1 = 0. Par suite, on en d�eduit que pour tout entier k 2 [0;n], � k = 0.
Donc : la famille (1; X; :::; X n ) est libre.

ˆ C'est donc bien une base.

Solution exercice 10.3

1. (a) Comme (e1; :::; en ) est une base, c'est en particulier une famille g�en�eratrice, d'o�u l'existence d'une telle famille.

(b) Supposons qu'il existe (� 1; : : : ; � n ) une famille d'�el�ements de K tels que x =
nX

k=1

� k ek . Or : x =
nX

k=1

� k ek .

Donc :
nX

k=1

� k ek =
nX

k=1

� k ek ,
nX

k=1

(� k � � k )ek = 0 K n .

Comme (e1; : : : ; en ) est une famille libre alors pour tout entier k compris entre 1 etn, � k � � k = 0 i.e. � k = � k .
D'o�u l'unicit�e.

2. R�eciproquement, supposons que pour toutx 2 E, il existe une unique famille (� 1; : : : ; � n ) tel que x =
nX

k=1

� k ek .

(a) Alors la famille ( e1; :::; en ) est une famille g�en�eratrice par d�e�nition d'une famille g�en�erat rice.

11. Il faut choisir trois vecteurs non colin�eaires.
12. Rien de magique l�a-dedans. Seul e2 a un coe�cient non nul dans la deuxi�eme coordonn�ees. Pour t rouver u, il faut donc multiplier e2 par y,

la deuxi�eme coordonn�ee de u. Même principe pour la multiplication ze3 . Le x � 2z d�ecoule alors : c'est le seul coe�cient permettant d'obten ir x
in �ne pour la premi�ere coordonn�ee de u.
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(b) Par ailleurs, soit ( � 1; : : : ; � n ) 2 K n telle que
nX

k=1

� k ek = 0 K n .

Or : 0K n =
nX

k=1

0 � ek .

Par unicit�e de la d�ecomposition, pour tout entier k compris entre [1;n], � k = 0.
(e1; : : : ; en ) est donc une famille libre.

La famille est donc libre et g�en�eratrice : c'est donc une base.

Solution exercice 10.4
X 3 � 2X 2 + 7 � 4X = 7 � 1 + ( � 4) � X + ( � 2) � X 2 + 1 � X 3 + 0 � X 4 + 0 � X 5.
Les coordonn�ees sont donc (7;� 4; � 2; 1; 0; 0)2 R 6.

Solution exercice 10.5

1. 1 (f 1g est une base)13 commeC et 2 (f (1; 0); (0; 1)g est une base)14 commeR -ev.

2. n + 1, puisqu'il y a n + 1 �el�ements dans la base canonique (on va deX 0 �a X n ).

Solution exercice 10.6
Notons F = f f 1; : : : ; f k g.

1. ˆ Supposons queF [ f ug soit un famille libre. En particulier cela signi�e que u 6= 0 E .
Montrons par l'absurde queu =2 vect(F ). Supposons donc queu 2 vect(F ).

Alors il existe (� 1; : : : ; lambdak ) 2 K n tels que u =
kX

i =1

� i f i , u �
kX

i =1

� i f i = 0, ce qui est en contradiction avec le

fait F [ f ug soit libre.
Donc : u =2 vect(F ).

ˆ R�eciproquement, supposons queu =2 vect(F ).
La r�eciproque peut aussi se faire �a l'aide d'un raisonnement par l'absurde et est laiss�ee �a l'appr�eciation de la lectrice.

2. ˆ Le sens r�eciproque est imm�ediat par d�e�nition de la base.
ˆ Supposons donc quecard(F ) = n.

Soit u un �el�ement de E. Le but est de montrer queF est une famille g�en�eratrice de E donc queu 2 vect(F ). L�a
encore, nous allons proc�eder par l'absurde... Essayez donc !
Supposons donc queu =2 vect(F ).
Alors, d'apr�es la question 1 (le lemme), F [ f ug est encore une famille libre.
Son cardinal est alorscard(F ) + 1 = n + 1 > n .
Or, d'apr�es le th�eor�eme pr�ec�edent, une famille libre de E a un cardinal d'au plus n.
On aboutit donc �a une contradiction.
Ainsi, u 2 vect(F ) : F est donc bien une famille g�en�eratrice deE. Comme elle �etait aussi une famille libre, elle est
donc une base.

Solution exercice 10.7

1. Soit A est un ev et A \ B est un sev deA (voir chapitre sous les ev). Donc, d'apr�es la th�eor�eme sur l'existence du
suppl�ementaire, C, sev deA suppl�ementaire de A \ B comme sev deA, existe.
Alors A = A \ B

L
C: D'o�u la conclusion.

2. Attention, ce n'est pas une �equation ! C'est une �egalit�e d'ensembles.

3. D�emontrons que B + C � A + B et que A + B � B + C.
ˆ Comme C sev deA, on a l'inclusion B + C � A + B .
ˆ Soit x 2 A + B . On va utiliser le fait que A = A \ B

L
C. Essayer !

Il existe donc (a; b) 2 A � B tel que x = a + b.
Or a 2 A \ B

L
C donc il existe (c; d) 2 A \ B � C tels quea = c + d.

Donc : x = c + d + b = ( b+ c) + d.
Or : d 2 C et b+ c 2 B car c 2 A \ B � B et b 2 B .
Donc x 2 B + C.
Ceci valant pour tout �el�ement de A + B , A + B � B + C.

ˆ On en conclut queB + C = A + B .
ˆ De plus, soit x 2 B \ C.

Or C est le suppl�ementaire deA \ B et est inclus dansA. L'intersection de B et de C est donc r�eduite �a l'�el�ement
nul.
Donc B

L
C = A + B

4. Ainsi, dim(A + B ) = dim(B
L

C) = dim(B ) + dim(C).
D'apr�es la question 1, dim(C) = dim(A) � dim(A \ B ).
Donc : dim(A + B ) = dim(A) + dim(B ) � dim(A \ B ).

13. En e�et, pour z un complexe, ses coordonn�ees dans cette base seraient... (z).
14. En e�et, pour z = a + ib un complexe, ses coordonn�ees dans cette base seraient (a; b).
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Solution exercice 10.8
Bonne chance !

Solution exercice 10.9
ˆ Si F est de dimension �nie, alors commeIm (f ) est un sev deF , Im (f ) est �egalement de dimension �nie et rg(f ) =

dim(Im (f )) 6 dim(F ) (th�eor�eme 8.13).
ˆ Sinon, supposonsF de dimension in�nie et E de dimension �nie. Notons B = ( e1; : : : ; en ) une base deE.

Soit y 2 Im (f ). Il existe x 2 E tel que y = f (x).

Or, comme B est une base deE, il existe (� 1; : : : ; � n ) 2 K n tel que x =
nX

k=1

� k ek .

Donc y = f (x) = f

 
nX

k=1

� k ek

!

=
nX

k=1

� k f (ek ) (car f est une application lin�eaire).

Tout �el�ement de Im (f ) est donc exprimable en fonction d'une combinaison lin�eaire d'�el�ements de la famille G =
(f (e1); : : : ; f (en )).
G est donc une famille g�en�eratrice de Im (f ).
D'apr�es le th�eor�eme 8 :7, on peut extraire une base de cette famille.Im (f ) est donc de dimension au plusn.
f est donc bien de rang �ni.
Comme F est de dimension in�nie, on a �evidemment rg(f ) 6 dim(F ).

Solution exercice 10.10

1. ˆ kef (f ) est un sev deE (voir chapitre 6), qui est de dimension �nie. Donc, d'apr�es le th�eo r�eme 8.15, il existe G
suppl�ementaire de ker(f ) dans E. Remarquons qu'en particulier, G est de dimension �nie.

ˆ Montrons que � est un isomorphisme, c'est �a dire est une application lin�eaire injective et surjective.
? � est une application lin�eaire comme restriction15 de l'application lin�eaire f .

? Rappelons que� est injective , ker(� ) = f 0g (voir chapitre 6).
Soit x 2 ker(� ). Alors � (x) = 0 i.e. f (x) = 0.
Donc : x 2 ker(f ). Or x 2 ker(� ) � G. Donc x 2 ker(f ) \ G = f 0g (ker(f ) et G �etant suppl�ementaires).
Ceci valant pour tout x 2 ker(� ), on en d�eduit que ker(� ) � f 0g et donc queker(� ) = f 0g.
� est donc bel et bien injective.

? Rappelons que� est surjective , Im (� ) = Im (f ) (voir chapitre 6).
On sait que Im (� ) � Im (f ) par d�e�nition de � .
Soit y 2 Im (f ). Il existe donc x 2 E tel que y = f (x).
Or : E = ker(f ) + G. Il existe donc (u; v) 2 (ker(f )) � G tel que x = u + v.
Donc : y = f (u + v) = f (u) + f (v) par lin�earit�e de f .
Or u 2 ker(f ) donc f (u) = 0.
Donc : y = f (v) 2 Im (� ) car v 2 G.
Ceci valant pour tout y 2 Im (f ), on en d�eduit que Im (f ) � Im (� ).
Par suite, Im (f ) = Im (� ) : � est donc bien surjective.
? On en conclut que� est bien un isomorphisme.

2. On sait queG est de dimension �nie d'apr�es la question pr�ec�edente.
D'apr�es le th�eor�eme 8.14, on en d�eduit que dim(G) = dim(Im (f )) = rg(f ).
Or : dim(E) = dim(ker(f )) + dim(G) car E = kerf

L
G.

D'o�u : dim(E) = dim(ker(f )) + rg(f ).

Solution exercice 10.11
ˆ D est une application lin�eaire (par lin�earit�e de la d�erivation).
ˆ Ici, E = R n [X ] a pour dimension �nie n + 1.

D'apr�es la formule du rang, dim(E) = rg(D) + dim(ker(D )).
Soit P 2 ker(D ). Alors P0 = 0. P est donc un polynôme constant.
On en d�eduit que ker(D ) = R 0[X ] i.e. dim(ker(D )) = 1.
D'o�u : n + 1 = rg(D) + 1 , rg(D) = n.

ˆ Remarquons de plus queIm (D) est trivialement un sev de R n � 1[X ].
ˆ D'apr�es le th�eor�eme 8.13, on en conclut que Im D = R n � 1[X ].

Solution exercice 10.12
ˆ Supposonsf injective. Alors dim(ker(f )) = 0 puisque ker(f ) = f 0g.

Donc, d'apr�es le th�eor�eme du rang, 0 + rg(f ) = dim(E) i.e. rg(f ) = dim(F ).
Comme Im (f ) est un sev deF , on en d�eduit que F = Im (f ).
Donc f est surjective (et doncf bijective).

ˆ Supposonsf surjective. De même, on arrive �a dim(ker(f )) = 0 et donc f injective (et donc f bijective).

11.10.2 Partie exercices

Solution exercice 10.13

15. C'est �a dire comme application d�e�nie sur une partie (i ci G) de l'ensemble de d�e�nition (ici E ) de f .
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f : R ! R 2; x 7! (x; 0) est injective mais n'est pas surjective.

Solution exercice 10.14
Soit (�; � ) 2 R 2 tels que pour tout r�eel x, �f (x) + �g (x) = 0.
Montrons par l'absurde que � et � sont tous les deux nuls.
Supposons donc qu'au moins l'un des deux soit di��erent de 0.
f et g n'�etant pas identiquement nulles 16, le second est n�ecessairement non nul �egalement17

On peut donc �ecrire que ex = �
�
�

x.

Or : ex > 0 pour tout r�eel x, ce qui n'est pas le cas
�
�

x. On aboutit donc �a une contradiction.

Donc : � et � sont �egaux �a 0.
La famille (f; g ) est donc bien une famille libre.

Solution exercice 10.15

1. (a) ˆ E � R 3.
ˆ Soit (u; w) 2 E 2 et (�; � ) 2 R 2).

Ils existent ((xu ; yu ; zu ); (xw ; yw ; zw )) 2 R 3 � R 3 tels que u = ( xu ; yu ; zu ) et xu + yu + zu = 0 (de même pour
w).
Montrons que �u + �w 2 E.
Or : �u + �w = ( �x u + �x w ; �y u + �y w ; �z u + �z w ).
Donc : x �u + �w + y�u + �w + z�u + �w = �x u + �x w + �y u + �y w + �z u + �z w = � (xu + yu + zu )+ � (xw + yw + zw ) =
0 + 0 = 0 :
Donc : �u + �w 2 E.
Donc, d'apr�es le th�eor�eme de caract�erisation des sev, E est bien un sev deR 3.

(b) � est une application lin�eaire de R 3 dans R (imm�ediat) et E est son noyau. C'est donc un sev deR 3.

2. ((1; 0; � 1); (1; � 1; 0)) est une famille libre de cardinal 2 deE.

3. ˆ Si E �etait de dimension 3, E serait de la même dimension queR 3. Comme c'en est un sev, on aurait alorsE = R 3.
Or (1; 1; 1) 2 R 3 et (1; 1; 1) =2 E.
Donc E 6= R 3.
Donc : dim(E) < 3.

ˆ Or, comme E poss�ede une famille libre de cardinal 2, alorsdim(E) > 2.
La dimension �etant un entier, on en d�eduit que dim(E) = 2.

ˆ On reconnâ�t dans E l'�equation cart�esienne d'un plan de l'espace vectoriel R 3. Or les plans sont de dimension 2.
On pouvait donc anticiper ce r�esultat.

4. D'apr�es le th�eor�eme du rang, dim(R 3) = dim(ker(� )) + rg(� ) , 3 = dim(E) + rg(� ) , 3 = 2 + rg(� ) , rg(� ) = 1.
L'ensemble des points appartenant �a l'image par l'application � est un ensemble de dimension 1, i.e. est une droite.

Solution exercice 10.16
On sait que F \ G 6= ; puisque 0R 3 = (0 ; 0; 0) 2 F \ G:
Or l'intersection de deux plans dans l'espace est soit vide soit au moins une droite.
F \ G ne peut donc être r�eduit �a 0 R 3 et est au moins de dimension 1.

Solution exercice 10.17
Indication : il faut utiliser la formule de Grassman. Essayez donc !

Supposons queF \ G = 0 R 5 .
Alors, d'apr�es la formule de Grassman,
dim(F + G) = dim(F ) + dim(G) � dim(F \ G) = 3 + 3 � 0 = 6 > dim (R 5).
Or : F + G est un sev deR 5. On aboutit donc �a une contradiction.
Donc : F \ G 6= 0 R 5 .

Solution exercice 10.18

1. ˆ D'apr�es la formule de Grassman,dim(Im (f ) + Im (g)) 6 dim(Im (f ) + dim(Im (g)) = rg(f ) + rg(g).
ˆ Il reste �a montrer que rg(f + g) = dim(Im (f + g)) 6 dim(Im (f ) + Im (g)).

Soit y 2 Im (f + g). Il existe x 2 E tel que (f + g)(x) = y i.e. f (x) + g(x) = y.
Donc y 2 Im (f ) + Im (g).
Ceci valant pour tout y 2 Im (f + g), on en d�eduit que Im (f + g) � Im (f ) + Im (g).
Par suite, rg(f + g) 6 dim(Im (f ) + Im (g)).

ˆ On en conclut querg(f + g) 6 rg(f ) + rg(g).

2. ˆ On suppose de plus quef + g est bijective. Donc rg(f + g) = dim(E).
ˆ On sait donc que, avec la question 1, quedim(E) 6 rg(f )+ rg(g). Il reste donc �a montrer que rg(f )+ rg(g) 6 dim(E).

Or, on sait que pour tout x 2 E, g(f (x)) = 0 E .
Donc : Im f � ker(g).

16. Dit autrement, ce ne sont pas les fonctions constantes �e gales �a 0.
17. Supposons en e�et que � 6= 0. Alors �x + �e x = 0 pour tout r�eel x. Si � = 0, alors �x = 0 pour tout r�eel x et donc x = 0 (puisque � 6= 0),

ce qui est absurde.
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Donc : rg(f ) 6 dim(ker(g)).
D'apr�es le th�eor�eme du rang, dim(ker(g)) = dim(E) � rg(g).
On a ainsi rg(f ) 6 dim(E) � rg(g) , rg(f ) + rg(g) 6 dim(E).

ˆ On en conclut querg(f ) + rg(g) = dim(E).

Solution exercice 10.19

1. Remarquons queG est un plan (on en reconnâ�t l'�equation cart�esienne) donc est de dimension 2. Il su�t donc de
trouver deux �el�ements de G qui soient libres, c'est �a dire �nalement deux vecteurs deG non colin�eaires.
B = ( u = (1 ; 0; � 1); w = (2 ; � 1; 0)) est ainsi une base deG.

2. Remarquons d�ej�a que le cardinal de la famille consid�er�ee est �egal �a n + 1, soit la dimension de R n +1 [X ]. Il reste donc
�a prouver que cette famille est libre.

Soit (� 0; : : : ; � n ) 2 R n tels que
nX

k=0

� k P (k ) (X ) = 0.

Notons P(X ) =
nX

i =0

ai X i , avecan 6= 0 (le polynôme �etant de degr�e n).

Alors : 0 =
nX

k=0

� k P (k ) (X ) = an � 0X n + Q(X ) o�u Q est un polynôme de degr�en � 1.

Or : 1; X; : : : ; X n ) est une base18, donc une famille libre, deR n .
Donc : an � 0 = 0 soit � 0 = 0 (puisque an 6= 0).

Donc : 0 =
nX

k=1

� k P (k ) (X ) =
n � 1X

k=0

� k+1 P (k+1) .

En it�erant 19 le processus pr�ec�edent (chaque polynômeP (k ) est de degr�en � k exactement), on montre que pour tout
k 2 [1;n]; � k = 0.
On en d�eduit que la famille (P (k ) )k2 [0;n ] est libre et donc constitue une base deR n [X ].

3. ˆ Soit u = ( x; y; z) 2 ker(H ).

Alors H (u) = 0 ,

8
<

:

y + z = 0
x + y + z = 0

x = 0
,

8
<

:

x = 0
y = � z = � t
z = t

o�u l'on pose z = t comme param�etre.

On reconnâ�t la repr�esentation param�etrique d'une droite de vecteur directeur (0; � 1; � 1), qui est donc une base
de ker(H ).
Par ailleurs, on en d�eduit que dim(ker(H )) = 1.

ˆ D'apr�es le th�eor�eme du rang, on en d�eduit que rg(H ) = 2.
Or a = (1+1 ; 0+1+1 ; 0) = (2 ; 2; 0) 2 Im (H ) (d'ant�ec�edent u = (0 ; 1; 1)) et b = (1+0 ; 1+1+0 ; 1) = (1 ; 2; 1) 2 Im (H )
(d'ant�ec�edent ( w = (1 ; 1; 0)).
Comme a et b sont libres20, (a; b) est une base21 de Im (H ).

Solution exercice 10.20

1. En multipliant un polynôme par un coe�cient, tous ses termes sont multipli�es par son coe�cient. On en d�eduit assez
ais�ement que � est e�ectivement lin�eaire.

2. Soit Q 2 ker(�).
Alors Q(a0) = : : : = Q(an ) = 0.
Donc : Q admet au moinsn + 1 racines.
Or Q est de degr�en.
Q est donc le polynôme nul.
Par suite, ker(�) = 0 K n [x ] et donc � est injective.

3. Comme on est dans des espaces vectoriels de dimension �nie, � est�egalement bijective.
Comme (b0; : : : ; bn ) 2 K n +1 , il existe (car � surjective) un unique (car � injective) P 2 K n [X ] tel que �( P) =
(b0; : : : ; bn ). D'o�u la conclusion.

18. Rappelons qu'il s'agit même de la base canonique, voir c hapitre 8.
19. En toute rigueur, la d�emonstration devrait être men�e e par r�ecurrence - cette �etape correspondant �a l'h�er�ed it�e.
20. car non colin�eaires
21. comme famille libre ayant un cardinal �egal �a la dimensi on de Im (H ).



Chapitre 12

Notations usuelles et pr�erequis

12.1 Notations usuelles

Ci-apr�es la synth�ese de notations usuelles employ�ees en math�ematiques et pr�esentes dans cet ouvrage.
� N : propre �a ce document, signale un exercice (un peu) plus di�cile queles autres.
� N : ensemble des entiers naturels (entiers positifs ou nul). A noter que vous l'avez d�ej�a vu sous

la forme N. On note avec la double barre �a l'�ecrit pour symboliser la mise en gras typographique. De
même pour les autres ensembles de nombres.

� N ? : ensemble des �el�ements non nuls deN . Se g�en�eralise aux autres ensembles. A noter que
la notation vient des anneaux. En e�et, siA est un anneau, on noteA? l'ensemble des �el�ements
inversibles deA, c'est �a dire l'ensemble des �el�ements deA pour lesquels on peut trouver un inverse.
Or 0 est le seul r�eel qui n'admette pas d'inverse : d'o�u la notation.

� Z : ensemble des entiers relatifs (entiers n�egatifs, positifs ou nul).
� Q : ensemble des nombres rationnels (nombre s'�ecrivant comme quotient d'entiers).
� R : ensemble des nombres r�eels (r�eunion deQ et des nombres irrationnels, tels

p
2, � ou encore

e1)
� C : ensemble des nombres complexes. C'est l'ensemble des nombresz pour lesquels il existe un

couple (a; b) de r�eels tels quez = a + ib, o�u i est d�e�ni comme le nombre imaginaire tel quei2 = � 1.
� Re(z) et Im (z) : pour un complexez dont la forme alg�ebrique estz = a + ib, Re(z) = a 2 R

est la partie r�eelle dez et Im (z) = b 2 R est la partie imaginaire dez. Un r�eel est donc un nombre
pour lequel la partie imaginaire est nul. De même, un imaginaire pu est un nombre complexe pour
lequel la partie r�eelle est nulle.

� R 2 : R � R. Dit autrement, X 2 R 2 , 9 (x; y) 2 R 2 : X = ( x; y). Adaptable aux autres
ensembles de nombres, telR n ou Z3.

� 8 : Pour tout
� 9 : Il existe
� P ) Q : P implique Q (si P est vrai alorsQ l'est aussi).
� P , Q : P et Q sont �equivalents.
� 2 : appartient �a (utilis�e quand on veut parler d'un �el�ement, comm e un point, par rapport �a un

ensemble, comme une droite)
� � : est inclus dans (utilis�e quand on veut parler d'un ensemble, comme une droite, par rapport

�a un autre ensemble, comme un plan).
� f : R ! R; x 7! f (x) : cela signi�e que la fonctionf est d�e�nie de l'ensemble des r�eelsR dans

R, et que pour tout r�eel x, l'image dex vaut f (x). Cela correspond �a la notation suivante :

§
f : R ! R

x 7! f (x)

� g � f : x 7! g(f (x)), sous la condition que les images parf soient comprises dans l'ensemble de
d�e�nition de g.

� vect(A) : le sous-espace vectoriel engendr�e par A, �a savoir l'intersection des sev deE contenant
A.

� L (E; F ) : ensemble des applications lin�eaires deE dansF .
� f (A) : f y 2 F; 9x 2 A : f (x) = yg (pour f : E ! F avecA � E).
� f � 1(B ) : f x 2 E; 9y 2 B : f (x) = yg (pour f : E ! F avecB � F ).

101
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� A + B : f x 2 E : 9(a; b) 2 A � B : x = a + bg, avecA � E et B � E.
� K [X ] : ensemble des polynômes �a coe�cients dansK �a une ind�etermin�ee ( X ).

�
nX

k=0

akX k : somme pourk allant de 0 jusqu'�a n desakX K .

Peut �egalement s'�ecrire : a0X 0 + a1X 1 + ::: + anX n (�ecriture moins juste dans le sens o�un n'est pas
forc�ement sup�erieur �a 1 et pourrait valoir 0). �A adapter suivant le contexte.

�
sY

i =1

(X � ai )� i : produit pour i allant de 1 jusqu'�a s des (X � ai )� i .

Peut �egalement s'�ecrire : (X � a1)� 1 � (X � a2)� 2 � � � � � (X � as)� s (l�a aussi, il s'agit d'une �ecriture
moins juste). �A adapter suivant le contexte.

� k! : se lit "k factoriel" ou "la factorielle de k". Pour k 2 N ?, C'est le produit de tous les entiers
naturels non nuls inf�erieurs ou �egaux �a k. Par exemple, 4! = 4� 3 � 2 � 1 = 24. Par convention,
0! = 1.

� card(A) : cardinal d'un ensemble discretA. C'est le nombre d'�el�ements constituant l'ensemble
A. Par exemple, siA = f 1; 3; 17g, card(A) = 3.

En bonus, quelques abr�eviations usuelles :

� "IPP" : int�egrations par parties (chapitre 4).
� "sev" : sous-espace vectoriel (chapitre 5). D'ailleurs, "ev" signi�e espace vectoriel.
� "i.e." : signi�e "id est", locution latine signi�ant "c'est �a dire". �A noter qu'il s'agit d'une

abr�eviation standard, au même titre que "etc".

12.2 Pr�erequis

Concernant les pr�e requis, j'ai essay�e que ceux-ci soient r�eduits au minimum. N�eanmoins, des notions
du programme de TS interviennent fatalement. En r�esum�e :

1. Aucun pr�e requis pour le chapitre "Quelques �el�ements de logique". Il est traitable en 1�ereS sauf
l'exercice sur les complexes et la question utilisant le th�eor�eme de Bezout).

2. Peu ou prou pas de pr�e requis n�ecessaire pour le chapitre "Structure alg�ebrique".

3. Peu de pr�e requis pour le chapitre sur les fonctions usuelles mais ilest pr�ef�erable d'avoir une solide
id�ee de la d�erivation. Avoir d�ej�a fait le chapitre exponentielle facilite les raisonnements.

4. Il faut avoir trait�e int�egralement (si j'ose dire) les chapitres sur les int�egrales et les primitives pour
pr�etendre s'attaquer au chapitre "quelques calculs d'int�egralesatypiques".

5. Il faut avoir vu la fonction exponentielle pour traiter les "�equations di��erentielles d'ordre 1". La
r�esolution d'�equation de degr�e 2 �a discriminant n�egatif est �e galement un imp�eratif pour la partie sur
les �equations di��erentielles d'ordre 2.

6. Peu ou prou pas de pr�e requis pour le chapitre "Espace vectoriel" (mais je m'appuie sur des notions
intuitives de g�eom�etrie dans l'espace). Attention, la di�cult�e et l'a bstraction augmente s�erieusement
avec ce chapitre.

7. Le chapitre "Polynôme" ne peut être correctement abord�esans avoir vuC et notamment les r�esolutions
des �equations de degr�e 2 dansC.

8. Le chapitre "Espace vectoriel" est un pr�e requis au chapitre "Espace vectoriel en dimension �nie".
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