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Introduction

Le pesent "ouvrage" (quel grand mot) n'a pas pour but en soi € esumer l'inegralie (ou méme une
partie) de la L1 en matltematiques. Il n'a pour but que de pesergr au lecteur curieux de terminale
scienti que des notions importantes que l'on cecouvre en prente anree post-bac.

Ces quelques pages sont donc en particulier destirees :

aux futursekves de licence matrematiques;
aux futursekves de classe peparatoire aux grandesecae(CPGE) scienti ques (MPSI, PCSI,
PTSI, BL, BCPST...).

Cela dit, elles pourrontegalement ineresser desekves desrpmeres anrees ciees peedemment, ainsi
gue des colegues de mattematiques souhaitant refaire pour léagsir quelques mattematiques post-bac.

J'ai globalement base mon propos sur l'actuel programme de MPSCependant, ayantee sollicie par
certains anciensekves de terminale ayant inege des CPGE B et des licenceseconomiques, j'ai souvent
approche certains chapitres de manere plus super cielle que apie I'on pourrait trouver en MPSI.

Encore une fois, le but de I'ouvrage n'est certainement pas de faire aours de MPSI.

Juste de donner un vague apercu lointain de ce qui peut etre fagipes.

Concernant les dierents chapitres, la plupart ontee mis entre les mains dekves de TS volontaires (lors
de ances d'approfondissement) (sauf polyndmes,equatedierentielles et espace vectoriel de dimension
nie). Faute de temps, ils ontee abordes de manere sommaie et il m'est dicile de faire un retour
pertinent. Cependant, globalement, en dehors des exercices fauilles ontee aborcees correctement.

Concernant la structure des chapitres, j'ai volontairement mis I'esemble des cemonstrations ealisables
en exercices. Pourquoi ? Simplement parce qu'en post-bac, il estentiel de savoir faire ces cemonstrations,
qui contienne en elle I'essence méme des matlematiques. C'est@an excellent entrahement que de les
chercher!

En n, il serait malhonnéte de ma part de petendre qu'il s'agit d'une ceation personnelle. Beaucoup
d'exemples et d'exercices ontee reprisa partir de mes propresours de MPSI (voire de TS!), qui eux-méme
ont sans nul douteet inspies de nombreux ouvrages.

Ekvektudiant qui consulte ces chapitres, n'fesite pasa mecontacter sur I'adresse mail ci-dessus pour
avoir deseclaircissements, pour m'indiquer quelles ontet tes dicules. Cela me permettra de eadapter
les exercices.

Au professeur qui jetterait un regard distrait sur cet ensemblge vous remercie par avance de me signaler
Si vous reprenez certaines parties pour les donnera vosees. Du temps et de la sueur furent recessaires
a sa conception et j'appecierai de savoir quel usage il en estifa:-)

A tous, lectrices, lecteurs, je vous remercie par avance de m'indgjuet de m'excuser pour) les innom-
brables coquilles (la relecture etant pour l'instant assez partielle)asms nul doute pesentes.

Sur ce, bonne lecture!

Matrematiquement votre,
Olivier Vanwalleghenﬂ

Misea jour 0.8904 en juillet 2018 : correction de nhombreusecoquilles ; anelioration de la mise en page
en faisant ressortir les exercices (en maths, ce sont les exees les plus importants puisqu'ils permettent
de comprendre) ; ajouts de quelques exercices et modi catsod'autres.

Mise a jour 0.8928 en avril 2020 : en cliquant sur un titre das le sommaire, on acede a la page
correspondante. Corrections de quelques exercices.

Misea jour 0.892804 en avril 2020 : correction inegrale @s exercices jusqu'au chapitre 6 inclus (sauf
5.16) ; ajout de nombreuses pecisions dans les chapitrea B ; ajout de la partie 3.7.2 sur l'injectivie et
la surjectivie ; ajout de ma date d'anniversaire en EasteEgg (c'est de saison, apes tout).

Misea jour 1.0 en mai 2020 : correction des exercices des giaes 7 et 8.

Ajout version 1.1, mai 2020 : chapitre "Initiation au cenombrement” (en position de chapitre 4), avec
les corriges des exercices. Correction quelques coqisligans les corriges.

1. Enseignant de matlematiques au lyee Catherine et Raym ond Janot de Sens (89) (depuis 09/2014). Ceation du pese nt ouvrage en 2017,
apes deux ans d'enseignement en terminales S (et autres cl asses, bien str!), classes 6 combien stimulantes et sympathiques !
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Chapitre 1

Quelgueseéments de logique

1.1 Un exemple ®kbre pour commencer

Si quelqu'un vous dit la phrase suivante, dit-il la \erie ?

"Je mens !"

i

Remarque 1:1

Il s'agit d'un paradoxe &kbre, appek paradoxe du menteur Un autre paradoxe eEbre est celui du
barbier dans son village. Le lecteur inerese pourra notammenthercher le nom de Bertrand Russel,
eminent matrematicien du cebut du 20°™¢ secle.

1.2 Implication & Co

Ce nition  1:2
Une proposition designe une phrase qui est soit vraie, soit fausse. On les noteR pu (Q).

(P) : "ABCD est un care"; ( Q) "ABCD est un paralelogramme.”
1. L'implication (P)) (Q) est-elle vraie?
2. Sioui,la eciproque (P) ( (Q) est-elle vraie?

Remarque 13

Une eciproque peut toujours étreenonee, mais elle n'est matoujours vraie !

Exercice 1.3

Pour chacun desenones suivants, donnez lenone ecigrque et dites si cetenone est vrai ou faux.

1. Si un triangle ABC est inscrit dans un cercle de dianetre [BC], alorse triangle est rectangle en
A.

2. Si un triangle a une nediane qui est aussi hauteur, alors ce tnigle est isoele.
3. Si un quadrilakre est un rectangle, alors ses diagonales onemé longueur.

Ce nition 14
Quand I'implication et la eciproque sont vraies toutes les deux, on pke dequivalence . On note cela :
(P), (Q).Celaselit"(P) estequivalenta (Q)" ou "( P) si et seulement si Q)".

Exemplel:5
ABC est un triangle rectangle en A, ABC est un triangle inscrit dans un cercle de dianetre [BC].

Soit z 2 C. Montrer que z2 < 0 si et seulement sz est un imaginaire pur.

1. Leseventuels corriges sont en n d'ouvrage (voir somma ire).
2. (P)) (Q)selit"( P)implique ( Q)". A titre d'information, les notations sont syntteti®es e  n n d'ouvrage.
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1.3. QUANTIFICATEURS

1.3 Quanti cateurs

Exercice 1.5 Pour commencer...

Que peut-on dire des deuxegalies suivantes :

S (x+1)?
(x +1)2

Notations 1.6

X2+2x+1

2
x2+1 :

8 : quanti cateur universel (se lit "Pour tout").
9 : quanti cateur existentiel (se lit "Il existe").

Exercice 1.6 A Relier

Reliez chaque phrase 1, 2 et 3a sa signi cation A, B et C.

(1) g est la fonction ce nie pour tout
X2 R parg(x) =3x?+1:

(2) Est-ce que lequationg(x) = 3x?+1
admet des solutions ?

(3) Resolvez lequation g(x) = X.

"Il existe" ou "Pour tout"?

(A) Existe-t-il des nombresx pour lesquelsg(x)
et 3x? + 1 sontegaux ?

(B) Pour tout nombre x, lI'image dex par la fonc-
tion g est X2+ 1.

(C) Determinez lI'ensemble des nombres tels que
g(x) et x soientegaux.

On consicere deux points distinctsA et B. Compekter quand cela est possible les phrases suivantes
avec un quanti cateur, c'esta dire soit avec "Il existe" soit avec"Pour tout".

| | !
1 .. pointM :'AM + MB = AB.

2. i pointM : AM + MB = AB.
C T point M :!AM :!MB.
S pointM : AM + MB > AB.
5. i pointM : AM = MB.
6. e point M :!AM +!MB . 0.

1.4 Ou et/ou et

Exercice 1.8 Vrai ou faux ?

Competer le tableau suivant en indiquant si cela est vrai ou si celast faux.

X x°>1|x<0

x> 1letx<0[x*>1oux<0

wi o1

(o]

oloo

Remarque 1.7

Ce genre de table, appeke table bookenne (du nom de mathaticien Boole), est un classique pour les

ekves connaissant les sciences de l'ingenieur.



8 CHAPITRE 1. QUELQUES ELEMENTS DE LOGIQUE

1.5 Negation

W en 2

1. On tire une carte au hasard dans un jeu de 32 carteEBnoncez en frarcais les evenements
contraires desewenements :

A : "Obtenir un te e"; B : "Obtenir un roi ou une dame".

2. On tire une main de 5 cartes au hasard dans un jeu de 32 cart&noncez en frarcais les
ewvenements contraires dese\enements (en utilisant des qudi cateurs !) :

C : "Obtenir au moins un as"; D : " Toutes les cartes tiees sont desoeurs".

1.6 Trois raisonnements speci ques : absurde, contrapos ee et inclusion d'en-
semble

Bemonstration par I'absurde

NNl Emonstration par I'absurde

Principe : On veut montrer que(P) implique (Q). On suppose alors quénon Q) est vraie et I'on
aboutita une contradiction @ un esultat absurde). Donc (P) implique (non Q) est faux. Donc(P)
implique (Q) est vrai.

En e et, il est important de comprendre qu'en mathematiqus, si un esultat est faux, c'est que son
contraire est vrai. Tout le principe du raisonnement par I'dsurde repose h-dessus.

Soit (P) la proposition : n? est pair. Soit (Q) la proposition : n est pair.
On rappelle qu'un nombre pair est un nombre pouvant secrire soda forme X, aur k est un entier.

1. Montrer par lI'absurde que : P)) (Q).
2. La eciproque est-elle vraie ?

NG e kM L'absurde prend de l'espace

Montrera l'aide d'un raisonnement par l'absurde le esultat suivant:

Si P et P' sont deux plans paralkles, alors tout plan Q coup&P coupe aussi P'.
De plus, leurs droites d'intersection(d) = P\ Q et (d9 = P\ Q°sont paralkles.

On pourra utiliser sans justi er les esultats suivants :
Deux droites paralelesa une méme troiseme sont parddles entre elles.
Deux plans paralelesa un méme troiseme sont parales entre eux.

e Rl Une autre gemonstration par I'absurde

On veut montrer quep 2 est irrationnel, c'esta dire qu'on ne peut pas trouver deux entierp et q tels
que 2= P et tels que la fractionB soit ireductible.

q
Demontrer ce esultata l'aide d'un raisonnement par I'absurde. B

p 3. Pour vous aider, des astuces sont parfois indiqees. Nulle obligation des les suivre bien str! Ici, quelle hypottese faut-il faire sur le nombre
27? Que se passe-t-il alors si on kéve au care ? Que peut- on dire alors du nombre p? Du nombre q? Du coup, de la fraction ?



1.6. TROIS RAISONNEMENTS SP ECIFIQUES : ABSURDE, CONTRAPOS EE ET INCLUSION D'ENSEMBLE 9

IR E KR Dapes Metropole juin 2017 (®rie S)

On appelle "triangle rectangle presque isoele”, en abege TRRIun triangle rectangle dont les coes
de I'angle droit ont pour longueursx et x +1, et dont | ‘hypokenuse a pour longueury, ai X ety sont

des entiers naturels.
Ainsi, un TRPI est un triangle rectangle dont les longueurs des c& de I'angle droit sont deux

nombres entiers consecutifs et dont la longueur de I'hypoenusest un nombre entier.

Si le triangle de cobesx, x +1 et
y, ai y est la longueur de I'hy-

X { poenuse, est un TRPI, on dira
gue le couple X ; y) cenit un
TRPI.
X+1

1. Bemontrer que le couple d'entiers naturelsX ; y) ce nit un TRPI si, et seulement si, on a :
Y2 =2x%+2x + 1.
2. Montrer que le TRPI ayant les plus petits coes non nuls est dni par le couple (3; 5).
3.(a) Soit n un entier naturel. Montrer que sin? est impair alorsn est impair.
(b) Montrer que dans un couple dentiers X ; y) dcnissant un TRPI, le nombre y est
recessairement impair.

4. Montrer que si le couple d'entiers naturelsx(; y) ce nit un TRPI, alors X ety sont premiers
entre eux. .

emonstration par contrapoe

ORI Un autre type de raisonnement, le raisonnement par contrapo ®e
SiAB =3, BC =4 et AC =6, peut-on dire que le triangleABC est rectangle ?

Remarque :
Montrer que (P ) Q) revienta montrer que (non Q) non P) : c'est le principe de la cemonstration
par contrapose. En gros, comme disait Jean de La Fontain€'si ce n'est toi, c'est donc ton fere !".

NN La contrapoge, ce n'est pas absurde !

Soit (P) la proposition : n? est pair. Soit (Q) la proposition : n est pair.

Montrera l'aide d'un raisonnement par contrapose quelR ) Q).
Bemontrer une inclusion d'ensembles

Soit A; B deux ensembles (de nombre, de fonctions...). Pour montrer gaeest inclus dansB (ce qui se
note :A  B), il faut montrer que tous leseements deA appartiennenta B (ce qui se note 8a2 A;a 2 B).

La edaction sera toujours la méme :
1. "Soit a2 A. Montrons quea 2 B."

2. Calcul/raisonnement ingenieux.
3. "Maisca alors!'a2 B".

4. "Ceci valant quelque soita 2 A, on en ceduit queA B."
A noter que si I'on parvienta montrer queA B etqueB A, alorsA = B (on proede souvent ainsi

pour montrer uneegalie d'ensemble).

O ERGE Une premere mise en oeuvre

1. SoitA = fn 2 N : n? est pairg et soit B I'ensemble des entiers pairs.
Montrer que A B.

2. SoitC =ff :R! R;x7!x?;n2 Ng. Montrer que C est inclus dans I'ensemble des fonctions
paires deR deR. :

4. Pour les non specialistes, sachez que le tteoeme de Be zout ("deux entiers naturels u et v sont premiers entre eux , il existe deux entiers
relatifs a et b tels que au + bv=1") est tes pratiquea cet instant.
5. On rappelle que f : R ! R est paire si et seulement si : 8x 2 R;f( x)= f(x)



Chapitre 2

Quelgues structures algebriques usuelles

2.1 Un exemple d'introduction

Compekter la table multiplicative suivante :

1
1

On constate que I'on retombe toujours sur les mémes valeurs qudle de depart. Ainsi, I'ensemble
( 1;1), muni de la multiplication (i.e. la seule operation autorisee est lanultiplication), est un groupe .

A linverse, le méme ensemble muni de I'addition n'en est pas un. En e,atompekter la table de somme
suivante :

Que constate-t-on ?

2.2 Groupe et sous-groupe
2.2.1 Notion de groupe

Ce nition 21

Soit G un ensemble.

On munit cet ensemble d'une operation? (loi interne de G) de G G dans G, qui attribuea chaque
couple ;y) de G un uniqueekment de G, noe x ?y, de telle sorte que les 4 proprees suivantes soient
\eriees :

1. six;y sont desekments deG, alorsx ?y est unekment de G;

2. Associativie de  ?: pour tousx;y;zdeG, (x?y)?z=x?(y?2;

3. Eément neutre e : il existe e2 G tel que pour toutx de G, e?x= x?e= X.

4. Eément synetrigue  : pour tout X de G, il existe x°2 G tel que :x?x°= x°?x=e.

On dit alors que| G; ?) | est un groupe.

Exemple2:2
( 1;1) munide ,c'estadire (( 1;1); ), estun groupe. Eneet:
1. la propree 1) est \erieea l'aide du tableau de l'introductio n.

2.(1 1) 1= 1 1= 1= 1 (1 1).L'associativie est\eriee sur cet exemple et se \erie
sans di cule dans les autres cas (car la multiplication de nombreseels est associative).

3.1 1=1 ( 1)= 1letl 1=1 1=1:1 estdonclekment neutre de ce groupe.
4. 1 ( 1)=1:lesynetrique de 1 estdonc 1. De méme, le synetrique de 1 est 1.

10



2.2. GROUPE ET SOUS-GROUPE 11

Remarques 2:3
La troiseme propret implique qu'un groupe n'est jamais vide.
Si pour touteement x ety deG, x?y = y?x, alors le groupe est dicommutatif (ou alelien ,
du nom d'Abel).

Premeres ceterminations de groupe

1. Montrer que I'ensemble des entiers relatid muni de I'addition est un groupe commutatif, dont
leEment neutre est 0.

2. Montrer que I'ensemble ( 1;1; i;i) muni de la multiplication est un groupe commutatif. On
pourra s'aider d'une table analoguea celles de l'introduction.

. Montrer que lI'ensemble des entiers naturel muni de l'addition n'est pas un groupe.
. L'ensemble (0; 1) muni de la multiplication est-il un groupe ?
L'ensemble des fonctions cerivables stR muni de I'addition est-il un groupe ?

. Pour les spe maths uniquement, apes avoir vu la notion diverse de matrice Justi er que
'ensemble des matrices cares inversibles de dimension 2a coe cisneels, muni de la multi-
plication, forme un groupe non commutatif. i

o oA W

Remarques 2:4
Certains groupes sont donc in nis, d'autres nis; certains sont &fiens, d'autres non.

Par ailleurs, Q, R, C muni de I'addition sont des groupes e€ement neutre : 0). De méae, Q nf0Og (noke
Q7), R?, C? muni de la multiplication sont aussi des groupes gement neutre 1).

Premeres proprees

Soit (G; ?) un groupe. Montrer que :
1. leEment neutre e est unique.
2. le synetrique de touteement de G est unique. On notera dasormai le synetrique dex.
3.N8(xy) 2 G (x?y) =y t2x L

2.2.2 Notion de sous-groupe

Ce nition 2.5
Soit (G; ?) un groupe. SoitH une partie deG.
H est unsous-groupe de G lorsqueH muni de la loi induite ? restreinte surH est un groupe.

Exemple2:6

PosonsG=1f 1;1; ijigetH =1 1;1g.

Alors (G; ) est un groupe (voir partie peedente), H G et (H; ) est un groupe (voir premere
partie - remarquons que l'operation est la méme, a savoir la multipliation : c'est cela la loi induite?).

Donc : H est un sous-groupe dé&.

Preméres proprées

1. Notonse lekment neutre G et € celui deH. En remarquant de €° 1?2 &) 2= e 1?2 et en
simpli ant des deux coes de legalie, montrer que e = €°.

2. Montrer que leseements synetriques deh 2 H sontegaux dans G;?) et (H; ?).

1. Astuce pour la question 3 : il sut de montrer que I'une des 4  proprees n'est pas \eriee.
2. Astuce : pour cemontrer l'unicie, supposer gqu'il en ex iste deux. N indique une question plus relewe.



12 CHAPITRE 2. QUELQUES STRUCTURES ALG EBRIQUES USUELLES

Caracerisation des sous-groupes, tleoeme tes impo rtant

Le but de I'exercice est de cemontrer la propree suivante :
Soit (G; ?) un groupe etH une partie deG. Alors :
(1) H est un sous-groupe d& si et seulement si
(2) H est non vide et pour touta;bdeH, a?b2 H eta ' 2 H si et seulement si
(3) H est non vide et pour toutx;y deH, x?y 12 H.
En esung, il s'agit de montrer que (1), (2), (3).
Pour cela, nous allons montrer que : (1) (2)) (3)) (2).
1. Expliquer pourquoi montrer que "(1), (2), (3)" revienta montrer que "(1) ) (2)) 3))
a)".
2. Expliquer brevement pourquoi : (1)) (2).
3. Montrer que : (2)) (3).

4. En revenant a la ¢ nition d'un groupe, montrer que : (3) ) (1) (Astuce : commencer par
montrer quee 2 H).

Remarque 2:7

Ainsi, pour montrer que H est un sous-groupe d& (et donc un groupe a part entere), il sut de
\eri er la propret 3 ci-dessus et non les 4 crieres & nissant un groupe de la partie peedente. C'est de
loin beaucoup plus rapide!

Quelques sous-groupes

1. Soit (G;?) un groupe dekement neutre e. En utilisant la troiseme caracerisation des sous-
groupes, montrer queH = feg est un sous-groupe d6&.
En fait, c'est méme le plus petit sous-groupe que peut av@r

2. Montrer que R? est un sous groupe ded@?; ).

3. Soita 2 Z. On note aZ lI'ensemble des entiers multiples da, c'esta dire I'ensemble desx 2 Z
secrivant x = ak, a1 k 2 Z.

Montrer que aZ est un sous-groupe deZ(; +).

2.3 Notion d'anneau et de corps

Ce nition  2:8
Soit (A; +; ) un ensemble muni de deux lois internes + et. (A; +; ) est un anneau si :
1. (A;+) est un groupe alelien;
2. est associative;
3. il existe unekment neutre pour (appek unie deA);
4. est distributive par rapporta +, i.e. pour tout ( x;y;z) 2 A3, x (y+2)=(x y)+(x 2z) et
(x+y) z=x y+x z
Si de plus est commutative, alorsA est commutatif.
Notations usuelles 2:9
Oa est leement neutre pour +, ale synetriqgue dea pour +;

1, est leement neutre pour , a ! le synetrique dea pour
pourn2 N’eta2 A,nla=a+::+aeta’=a I a

Exercice 2.6 Calcul dans un anneau

Montrer que pour tout (a;b; 9 2 A3 :
l.a 0,=0, a=04;
2.a (b=( a b= (a bpuisquea (b ¢g=a b a c:
3. si A est commutatif, alors8n 2 N;(a b"=a" b

3. Astuce pour laquestion1: a 0a =a (0p +0a):.



2.4, EXERCICES 13

Exercice 2.7 Groupe des inversibles d'un anneau

Soit (A; +; )unanneau.a2 A est dit inversible s'il admet un synetriquea * pour laloi . Montrer
que l'ensemble des inversibles d& muni de la loi  est un groupe.

Exercice 2.8 Quelques anneaux

1. Montrer que (Z;+; ) est un anneau commutatif.

2. (Pour les spe mathg. Montrer que I'ensemble des matrices cares de dimension 2, muté la
somme et du produit des matrices, est un anneau non commutatif.

Ce nition  2:10
Soit (K; +; ) un anneau (commutatif) tel que tout eement dierent de O ¢ soit inversible. Alors
(K; +; ) est uncorps (commutatif).

Exemple de corps

1. Montrer que @Q;+; ) est un corps(il en serait de méme pourkR et C).
2. (Z;+; ) estil un corps?

2.4 Exercices

Exercice 2.10

Soit (G; ?) un groupe. On appelle centre d& l'ensemble

Z = fa2G:8x2G;a?x=x7?ag (i.e. 'ensemble des eements deG commutant avec tous les
autres). Montrer queZ est un sous-groupe commutatif dé.

Exercice 2.11

SoitU=fz2 C :jzj=1g. Montrer que (U; ) est un groupe.

Exercice 2.12

Soit (G; ?) un groupe tel que pour toutx de G, x? = 1 (rappel : x? = x ? X).

Montrer que G est atelien. A
Exercice 2.13 N\

Soit G=] 1;1[, muni de la loi? c& ni par :

+
8x2G;8y2G;x?y= % Montrer que (G;?) est un groupe.

1+

Exercice 2.14
SoientA et B deux sous-groupes ded;:). Montrer que :

1. A\ B est un sous-groupe d&;
2. N A[ B est un sous-groupe d& si et seulement siB A ouA B).

Exercice 2.15

_ ©
SoitB =  x+ yp 3;(x;y) 2 Z? . Montrer que B est un anneau pour I'addition et la multiplication

cep existante sur R.

Exercice 2.16
Soit (A; +; ) un anneau commutatif,a2 A, b2 A.

1. Montrer que pour tout entier natureln non nul :
a" b=(a b (@ '+a? b+a"?® P+::+a B 2+b0 1)
2. En ceduire que s'il existen 2 N tel quea" =0, alors 1 a et 1+ a sont inversibles.

4. Astuce : pourquoi x ! = x ici? Puis montrer que pour tout ( x;y) 2 G?, (x?y) '=y?x.
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CHAPITRE 2. QUELQUES STRUCTURES ALG EBRIQUES USUELLES

Exercice 2.17 N\
Soit (A; +;:) un anneau tel qu'il existe @;b) 2 A? tels que :
a:b+ b:a=1, et a’b+ P:a= a
1. Montrer quea?:b= b:& = a:b:a
2. En consicerant (1 ba?, ceduire que a est inversible, d'inverse &

5. Rappel : le N signale un exercice plus di cile. Vous n‘aurez donc pas de co up de pouce ici!



Chapitre 3

Suites usuelles

voir les exos de bcpstl

3.1 Rappel sur les suites arithnetiques et geonetriques
3.2 Suites arithnetico-ggonetriques

3.3 Suites \eri ant une relation du type Un+2 = aUp+1 + bu,

15



Chapitre 4

Quelgues fonctions usuelles, telles
gu'enseigrees en post-bac

4.1 Un exemple d'introduction pour le vocabulaire de base

Soit f la fonction continue et cerivable surR, & nie pour tout eel x par f (x) = x2+1.
On rappelle que l'on note celaf :R! R;x 7! x?+1.

1.(a) Montrer que pour tout eel x, f(x) 2 [1;+1 [.

Point info
Toutes les images par la fonctiof appartiennent donca [1;+1 [.
On note :Im (f) [1;+1 [.

(b) Demontrer que tout eel y 2 [1;+1 [ admet au moins un aneedentx 2 R par f.

Point info

Ainsi, [1;+1 [ Im(f). Donc : [1;+1 [= Im(f) (les ensembles sont egaux par double
inclusion, voir chapitre 1).

Quand, comme pouf , tout nombre appartenanta [1;+1 [ admet au moins un aneedent,
la fonction est dite surjective sur [1;+1 [.

(c) T est-elle surjective sur [0;4 [?
2. Montrer quef est strictement croissante sur l'intervalle [O; 4 [.

Point info
Ainsi, si x 6 x%alorsf (x) 6 f (x9. On dit que f estinjective sur [0;+1 [.

3. SoitF : [0;+1 [ [1;+1 [;x 7! f(x). Sur cet intervalle, on rappelle que la fonctiorF esta la
fois injective et surjective. On dit alors que~ est une fonctionbijective .

Point info

Pour montrer qu'une fonction nunerique eelle estbijective (ou qu'elle ealise une bi-
jection), il sut de montrer qu'elle est continue et strictement monotone sur l'intervalle
consicee.

Ainsi, commeF est continue et strictement croissante sur [0;% [, on dit alors queF
ealise unebijection de [0;+1 [ (ensemble de dcepart, correspondant aux abscisses) dans
[1;+1 [ (ensemble d'arrivee, correspondant aux ordonrees).

(a) Soit g la fonction ¢k nie pour tout eel y 2 [1;+1 [parg(y) = P y 1. \krier que pour tout
eel x 2 [0;+1 [, g(F(x)) = x.

(b) \eri er de méme que pour tout eel y 2 [1;+1 [ que I'on aegalementF (g(y)) = .

16
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Point info

Soit | un intervalle deR,f : I ! R.

Sif est continue et strictement monotone, alor§ : 1! J = f (I) est unebijection .
On appellefonction eciproque de f l'unique fonctiong:J ! | \eriant pour tout

eel x del : g(f (x)) = x et pour tout eel y deJ : f(g(y))=y.
On note|g= f !| En particulier f ! estegalement continue et strictement monotone.
Dans I'exemple pe@dent, g est la fonction eciproque deF .

4.2 P'tits tkeoemes, et apes, c'est parti!

e nitions  4:1

Soit f & nie sur un intervalle |1 deR.
: - . . f(c+h) f(c
On appellecriee def enc2 1 la limite[l, si elle existe, de ( r)] ©
vers 0 tel quec+ h 2 |. On la notef Yc).
Une fonction est ditecrivable sur un intervalle | si pour tout c2 |, f {c) existe.
Une fonction est ditecontinue [ sur un intervalle! si pourtoutc2 I, N (I)ithI f(c+h)= 1 (0.
! ,Ct+

guand h tend

Theoemes de cerivation (admis) 4:2
Une fonction cerivable sur un intervalle est continue sur un intervide.
Soit | un intervalle de R. On suppose qué : 1 7! R est cerivable, strictement monotone.
Alors : f 1 est cerivable enb, fqf (b)) 60.

On a alors :f qb) = 1)

Rappel : le symbole est le symbole dequivalence. Il peut se lire "si et seulentesi”.

Remarque 4:3

Les fonctions continues ne sont pas recessairement cerivablgsmr exemple, la fonction valeur absolue
n'est pas cerivable en Oa cause de la "pointe”).

Il faudra cependant leXI1X ¢m¢ secle et la matlematicien allemand Weierstrass pour trouver des
exemples de fonctions partout continues et nulle part cerivables.

4.3 La fonction Logarithme Negerien

e nition  4:4[
On appellelogarithme regerien , et on note, l'unique fonction ce nie et cerivable sur 10;+ 1 |,

. " 1 .
telle que pour tout eel x strictement positif, In9x) = ” et \eri ant In(1) = 0.
On admet que cela implique que flu(x)) = uqx)=u(x).

Relation algbrique

Le but de cet exercice est de cemontrer la propree algebrigie fondamentale \eriee par la fonction
In : "pour tout eel a et b strictement positifs, In(ab) = In( a) + In( b)."

1. Soita un eel strictement positif. Soit u la fonction ce nie sur ]0;+ 1 [ par
u(x) =In(ax) (In(a)+In( x)): Montrer que u est constante.

2. En calculantu(l), conclure.

A

1. Hors programme en TS mais voici quand méme la ¢ nition : une fonction f : 1 7! J a pour limite 2 J si, pour tout > O, il existe un
> Otel que pourtout x2 A :"jx aj< )j f(x) < "
2. Voici une autre ¢ nition, quentielle celle-ci, pos  sible de la continuie d'une fonction en un point : Soit ~ f une fonction d nie sur un intervalle
| et aunekmentde |.f estdite continue en a si pour tout suite ( an) deements de | telle que limp: +1 an = @, onalimn! +1 f(an)= f(a).
3. On ne rappellera pas ici les formules de cerivation usuel les, ni le treoeme des valeurs internediaires, que vous connaissez cf parfaitement!
4. Attention, dans cet ouvrage, j'ai choisi, comme cela se fa it en post-bac, d'introduire la fonction logarithme repe rien (In) avant la fonction
exponentielle (exp). On ne pourra donc pas utiliser les prop rees de exp pour cemontrer celles du In!
5. Astuce : une fonction cerivable est constante si sa cri  \ee est nulle.
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Exercice 4.3 Corollaires
En ceduire les proprees suivantes, poura et b deux eels strictement positifs :
1. In(1=8 = In(a).
2. In(@a=h =In(a) In(b:
3. Pour tout entier naturel n, In(a") = nin(a).
4. N Pour tout entier relatif m, In(a™) = min(a).

Remarque : lesN indiquent des questions plus di ciles. B

Histoire de limites et bijection

1. Montrer que la fonction In est strictement croissante SuRr.

2. On admet qu'une fonction strictement croissante sur un interl@ a soit une limite nie soit tend
vers +1 .

(&) En raisonnant par I'absurde eta l'aide du troiseme corollaire, dmontrer que
im In(x)=+1:

x! +1

(b) En deduire que Iino1 In(x)= 1
x! 0%

3. Bemontrer que la fonction logarithme regerien ealise une bigction de ]0; +1 [ dansR.

4.4 La fonction exponentielle

Ce nition 45
On appellefonction exponentielle , et on note[ exp, la fonction eciproque de la fonction logarithme
regerien.

Remarque 4:6
Ainsi, pour tout eel x, In(exp(x)) = x et pour tout eel y > 0, exp(In(y)) = v:

Premeres proprees

1. Justi er brevement que la fonction exponentielle ealise une hection de R dans [0;+1 [. En
ceduire le signe de cette fonction.

2. Demontrer, a l'aide du treoeme du II), que pour tout ee | x, exp{x) = exp(x).
3. En ceduire le tableau de variations complet de la fonction expongelle.

Relation algebrique

En utilisant la remarque peedente et les relations algebriques @ la fonction logarithme regerien,
cemontrer les proprees suivantes, valables pour tout ed aetb:

1. exp(0) =1,

2. exp@+ b) = exp(a) exp(b) [Astuce : calculerin(exp(a) exp(b)];
exp( a) = 1=exp();

exp@ b) =exp(a)=exp();

pour tout entier relatif m, exp(ma) = exp(a)™.

o k> w

Notation 4.7
La fonction exponentielle \eri e donc les mémes proprees ge les puissances. En posant e = exp(1),
on a alors : expK) = exp(x1) = exp(1)* = e*.

6. Astuce : pour la question 1), calculer In(1 =a) + In( a).
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4.5 Fonctions puissances

Introduction

Justi er que pour tout entier naturel n et pour tout eel x> 0, exp( In(x)) = x".

e nition 48

Soita 2 R. On appellefonction puissance [|'application allant de ]0;+1 [ dansR et quia tout eel x
strictement positif associex? = "),

Exemple4:9

} i} P _ . NP
x12 = gl = gn®D = P gy oui, fondamentalement, la notationx' vient de &!
v Allez, une puissance plus funky : = e ") 3646, Remarquons par ailleurs que® 31 et
v 4 974l donc < < 4

Repesentations graphiques

Repesenter les dierents fonctions puissances, avee< 0,a=0,0<a< 1,a=1, a> 1 (choisissez
une valeur dea dans chacun des cas proposs et tracez les courbes dans umen§raphique).

Proprees

Pour tous eels a et b et pour tous eelsx et y strictement positifs, montrer, en utilisant la dce nition
peecdente, que :

1.x°=1; 2. (xy)2 = x3y?; 3. xaxP = xa*h; 4. (x¥)P= x,

Attention ! Ces proprees nous semblent naturelles et dac non recessairesa cemontrer MAIS vous
les connaissez quand et b sont entiers. Ici, ils sont eels, donc peuvent &tre non drers (et donc il
faut cemontrer les proprees). C'est une gereralisation de la ce nition de puissance que vous avez
appris au colege.

DGO [Erivation
En admettant que la cerivee de € estu%”, cemontrer que pour tout eel a, la cerivee de x 7! x2 est
X 7! ax® 1,

SE R MEM | imites de eérence N

. . In(x
1. Le but de cette question est de montrer que Illm% =0:

Xt +
(@) Soitg:]0;+1 [!' R;x 7! In(x) 2p x. Determiner ses variations et en ceduire son signe.

(b) En ceduire que pourx > 1, 06 @ 6 pz—i:

(c) Conclure.
2. Pour a et b deux eels strictement positifs, cemontrer que :

. In(x)® ) In(
(@) x!IIrpl a

<
C
=0 Astuce : essayer de faire appara’TreX—): a c=a=b ;
(b) lim jIn(x)%x®=0;
x! o*

a
(© IIiml % =0 (Astuce : revenira la ¢ nition de x?) puis que IIlim jxj2e* = 0.
X! + X1
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4.6 Fonctions hyperboliques

4.6.1 Deux mots sur les fonctions sinus et cosinus

On ne va pasetudier ces deux fonctions iGi On rappelle juste quelques proprees, pour faire le lien
avec les fonctions hyperboliques qui suivent.

Proprees  4:10

cosinus est une fonction paire8x 2 R, cos( x) = cos(x)). Sinus est une fonction impaire
(8x 2 R, sin( x) = sin(x)).
Pour toute fonctionu ce nie de R dansR, x 7! cos{(x)) est cerivable, de cerivee x 7! u{x) sin(u(x]
Pour toute fonctionu ce nie de R dansR, x 7! sin(u(x)) est cerivable, de cerivee x 7! uqx) cosu(x)).
Introduction aux fonctions hyperboliques

Soit 2 R. On rappelle que¢ =cos( )+ isin().

e ! : a e'
Montrer que cos() = — etsin() = — :
e nitons ~ 4:11
On ce nit, pour tout eel x :
. . e€+e
le cosinus hyperbolique par ch(x) = T;
X
le sinus hyperboliqgue par sh(x) = © ;
la tangente hyperbolique par th(x) = izgi

YRkl Proprees diverses

1. Montrer que la fonction cosinus hyperbolique :
(a) est paire (c'esta dire que pour tout kel x, ch( x) =ch(x));
(b) est cerivable, de cerivee la fonction sh;
(c) est toujours superieure ouegalea 1 .
2. Montrer que la fonction sinus hyperbolique :
(a) est impaire (c'esta dire que pour tout eel x, sh( x) = sh(x));
(b) est cerivable, de cerivee la fonction ch.
3. Montrer que la fonction tangente hyperbolique :
(a) est impaire;
l .
W ’
(c) est toujours inkrieure ouegalea 1 en valeur absolue.
4. Repesenter dans un méme graphique les trois fonctions hypeliques.
5. Montrer en n que pour tout eel t, ch?(t) sh?(t) = 1 et que ch(t) + sh(t) = €.

(b) est cerivable, de cerivee la fonction 1 th? =

4.7 Exercices

4.7.1 Sur les fonctions de eérence

LY RPM Un exercice que I'on aurait pu vous poser cette anree
§

x+y = 10

Resoudre le syseme suivant : In(x)+In(y) = 3In(2)

7. Voir le cours de TS pour les & nitions de ces fonctions.
8. Attention, ealisable uniquement apes avoir vu la for ~ me exponentielle des complexes.
9. ...qui sont donc un prolongement des & nitions complex es de cosinus et sinus vues dans l'exercice pe@dent !

10. Remarque : ch (respectivement sh) a donc des similitudes avec cos (resp. sin) : parie; cerive ressemblantes ( cosd(u) =  uSin (u) et
sin%u) = u%%os(u))...
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Exercice 4.15

Resoudre lequation 3% 2x*1=2 = px#7=2 3 1.

Exercice 4.16

) ) p_ p_
Resoudre lequation suivante : © x = x *:

Exercice 4.17

Resoudre sur ]O; +1 [: 2¢ > X2,

Exercice 4.18

On admet quetllirgm%(t) =1.

sin(x In(x))

Determiner la limite suivante : lim
x! O

Exercice 4.19 BN §

Resoudre le syseme suivant :

X ch(2y)
31In(x) 2In(ch(y))
On pourra montrer au pealable que cf2y) = 2ché(y) 1x=1ety=0.

NG Wil Relations fonctionnelles et fonctions hyperboliques

. sh(t
1. Montrer quetlllrgstL =1.

2. Montrer que pour tout eel t, sh(2) = 2sh(t)ch(t).
3. Montrer que pour tout eel a et b, ch(a)ch(b) + sh(a)sh(b) = ch(a+ b).
4. Exprimer ch(p) + ch(g)a I'aide d'un produit de "ch". ( Astuce : poserp= a+ betq=a b

4.7.2 Sur les notions d'injectivie, de surjectivie et d e composition de fonctions N.

Explications 4:12

Cette partie est un peu particulere. On rentre dans une partie lois di cile, plus abstraite, qui recessite
une ce nition claire et pecise de l'injectivie, la surjectivie et la bijectivie.

Sachez que ces exercices sont tous des exercices que j'ai agetour des vacances de la Toussaint
2019 en colld¥ de pepa BCPST (bio) (donc pas la plus di cile d'un point de vue matfematique). Cela
vous donnera un apercu de ce qui est attendu en pepa mais ntedonca chercher qu'en cas de passion
eelle pour les maths.

J'ai choisi d'ajouter cette partie, non initialement pevue, car céa fait partie des premeres notions qui
ontet aborcees dans cette BCPST cette anree-h, et sas doute la premere notion \eritablement de type
post-bac.

Rappelons en n que I'exemple d'introduction de ce chapitre aborde lemtions d'injectivie et de sur-
jectivie. L'exemple permet declairer!

De nitions 4 :13

Soit E et F deux ensembles (de nombres par exemple). On dit guesst uneapplication de E dans
¥ F siatouteement x de E est assoce unekmenty deF. On note celaf :E! F;x 7!y.

f est dite injective si chagueeement x de E est envoye sur uneement dierent de F. En langage
¥ fonction, lesekments deF admettent au plus un aneedent parf .

f est dite surjective si touteement de I'espace d'arrivee F admet au moins un aneedent parf ,
¥ c'esta dire si pour touty 2 F, il existe x 2 E tel quef (x) = v.

11. Vous devez trouver x = 3=2. On rappellea toute n utile que  x172 = P X.

12. Vous devez trouver x = 4.

13. Rappel : quand on ne sait pas esoudre exactement uneeq uation avec que des puissances dex (par exemple), un theoeme de TS peut nous
aidera justi er I'existence, voire méme l'unicie. En n, je disca, je dis rien!

14. Ou kholles. Ce sont les interrogations hebdomadaires q u'ont lesekéves de pepa. 2 heures par semaine, dont les m ateres varient suivant les
leres.
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F est dite bijective si elle esta la fois injective et surjective. En langage fonction, leements deF
¥ admettent toux exactement un aneedent parf .

Exemple 4:14

On consicere la fonction caref :E ! F;x 7! x2.

f est injective siE 5[0; + E,Lmais ne l'est pas SE = R. En eet, si E = R, alors 3 a plusieurs
v aneedents parf (  3et 3).

f est surjective siF = [0;+ 1 [ mais pas siF = R. En e et, quel que soity < 0, il n'existe aucun
¥ X2 E telquef(x)=y.

f est donc bijective siE = [0;+ 1 [ et si F = [0;+ 1 [, autrement dit si on consicere la fonction
“f[0;+1 ! [0;+1 [;x 7! x2. On remarquera que cela corresponda l'intervalle sur lequel la faimn
est strictement croissante.

A noter que f est aussi bijective siE =] 1 ;0]et siF =[0;+ 1 [, c'esta dire sur l'intervalle sur
lequel la fonction est strictement decroissante.

<

Remarques 4:15

On utilise tes souvent la caracerisation suivante de l'injectivie d'une fonction (que I'on admettra) :
© f :E ! F estinjective, "f(x1) = f(x2) ) Xi = X" . A utliser abondamment dans les

exercices suivants.

Pour la surjectivie, il sut de cemontrer que touteement d e I'espace d'arrivee admet bien au moins
¥ un aneecdent.

Ne pas perdre de vue qu'une fonction eelle injective sl est une fonction strictement monotone
¥ surE.

Ce nition  4:16 : :composition de fonctions g f
Soit E, F et G trois ensembles.

Soitf :E! Fetg:F! G.

Alors[5 : g f:E! G;x7!g(f (x)).

Exemple 4:17
Soitf :R7!'R*;x 7! exp(x)etg:R* 7! R;x 7! In(x + 1).
Alors:g f :R! R;x7!In(exp(x)+1).

(WA Pour séchau er

Donner I'expression, I'ensemble de GBpart et I'ensemble d'arrivee da fonctiong f, a f :[3;7]!
Ri;x7!' 2x2+4etg:R, ! R;x7! 2" X.

e Y Wyl Exemple de question de cours en pepa

Soit E, F et G trois ensemblesf une application deE dansF et g une application deF dansG.
Montrer les trois proprees suivantes :

1. f etginjectives) g f injective,
2. f etgsurjectives) g f surjective,
3. f etgbijectives) g f bijective.

YWl En lien avec la question de cours peedente

1. Montrer que sig f est injective alorsf est injective.
2. Donner un contre-exemple pour la eciproque de la deuxemergpret de I'exercice peedent.

Exercice 4.24

Demontrer que la fonctionf : R ! ]0;+1 [;x 7!
eciproque.

2 . : : .
est bijective puis determiner sa fonction

15. Faire le lien avec Chasles! On va de E dans F puis de F dans G donc de E dans G.
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Exercice 4.25

Soit E, F et G trois ensemblesf une application deE dansF et g une application deF dansG.
Montrer les deux proprees suivantes :

1. g f injective etf surjective) g injective,
2. g f surjective etginjective ) f surjective.

Exercice 4.26

Soit E un ensemble ep: E! E wriant p p= p.
Montrer que p est injective, p est surjective, 8 x 2 E; p(x) = x.

Exercice 4.27

Soit E et F deux ensembles. Soit : E! F.
Soient les propositions
P, : Pour tout sous-ensembl\ et B deE,f(A\ B)=?) f(A)\ f(B)="?
¥ P,: f estinjective .

1, Ecrire avec des quanti cateurs les regations d@; et de P,.
2. Montrer que P; et P, sontequivalents.
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Chapitre 5

Initiation au cenombrement

D'apes le Petit Larousse illuste de 2005 :
Denombrement : n.m. Action de cenombrer, de compter [...].
¥ Denombrer : v.t Faire le compte des unies composant un ensemble.].
Bref, le cenombrement est l'art de compter correctement les@nents d'un ensemble... Et nous allons
Voir que ce n'est pas si simple que cela!

Avertissement 5:1

Ce chapitre est construit de manere un peu particulere. J'ai nis au cebut de chaque section un exemple
pour que vous compreniez le propos avant de rentrer dans la theoet le vocabulaire compliqe. De méme,
j'ai mis les exemples pour les formules avant ces derneres, a n@uwous puissiez vous rendre compte que
ces formules ne sont pas si compliguees et font surtout appehatre bon sens.

Je vous invite reanmoinsa tester les formules au fur eta mesuravec I'exemple pecdent la formule :
cela permettra de \eri er que vous avez juste et que vous saveentrer une formule dans la calculatrice
(capacie loin d'eétreevidente!).

5.1 Cardinal et listes

Exemple 5:2

Vous lancez un ¢ etraedrique dont les faces sont nunerates de 1la 4.

On note E I'ensemble des issues de I'exgerience.

Le cardinal de E est le nombre deements deE, c'esta dire 4.

Une 2liste de E est une liste compose de 2ekments d&, par exemple (2 ; 1) ou (3; 3).
Attention, l'ordre desekments est important : la liste (2; 1) n'est pas la m&me que lisste (1;2).

Ce nition  5:3
On consicere un ensemble niE.
Le cardinal de E est le nombre deements appartenantaE. On le note| card(E),

Remarque 5:4

A pesent et jusqua la n du chapitre, on consicerera un ensenble ni E de cardinaln 2 N?.
e nition 55

Soit p un entier naturel inkerieur ouegala n.

Unep liste dekments de E est une liste ordonree constittees dgpekments de E.

Remarque 5:6
Cesekments peuvent etre distincts ou non.

On lance un ¢ cubique nuneroe de 1a 6. On noteE I'ensemble des issues de I'experience.
1. Donnezcard(E).
2. Donnez une 3 liste deE.
3. Denombrer, c'esta-dire ceterminer le nombre, de 3 listes deE.

1. On pourra pour la question 3 s'aider d'un arbre. De maner e crerale, utiliser un arbre est plutdt une bonne ickee s i I'on est perdu!

24



5.2. ARRANGEMENTS 25

Proposition 5.7
Le nombre dep listes deE estnP.

Exercice 5.2 Bemonstration
Demontrer la proposition peedente.

Methode 5:8 : Principe multiplicatif

Si une situation comporte petapes o rant respectivementy, n,, ... n, possibilies alors le nombre total
dissues estn; np ::iin.

Par exemple, si, pour une voiture, vous devez choisir entre 5 coulgu3 types de moteur et 2 type de
climatisation, vous aurez en tout 5 3 2 =30 combinaisons.

C'est le principe fondamental en &ecnombrement !

5.2 Arrangements

On rappelle que jusqua la n de ce chapitre, on consicere un ensébte ni E de cardinaln 2 N?.

Exemple 5:9

5 boules nuneroees de 1a 5, indiscernables au toucher, sonads une urne opaque. Vous piocheans
remise trois fois une boule dans l'urne.

Vous avez 5 possibilies pour la premere boule. En revanche, cone vous n'avez pas remis la premere
boule dans l'urne, vous n'avez plus que 4 possibilies pour 1d%. De méme, vous n'‘avez plus que 3
possibilies pour la dernere.

4 choix au tour 2

5 choix au tour 1 3 choix au tour 3
1 1
2 2 1
3 4 2
4 5 5
5

lya5 4 3=60 combinaisons de esultats possibles.

Chaque combinaison, constitte deements 2 a 2 distincts, es une 3-liste sans epetition, dite aussi
3-arrangement, de I'ensemble des issues possibles.

Le nombre de 3 listes sans epetition deements que I'on peut obtenir avec cé ensemblea 5ekments
se noteA3.

Ce nition  5:10

Soit p un entier naturel non nul inkrieur ouegala n.

Unep liste sans epetition dekments de E est unep liste dekments de E tous distincts.
On note AP le cardinal de cet ensemble.

Remarque 5:11
En langage moderneAPf est le nombre de suites dp objets distincts pris parmin.

Exercice 5.3

Lors d'uneepique comgetition hippique, 8 chevaux, portant les naoeros de 1a 8, concourent. Johanne
choisit un Tiere gagnant au hasard, c'esta-dire une combinaisode 3 chevaux arrivant respectivement
premier, deuxeme et troiseme.

Johanne, joueuse, choisit le tiere 4 2 1. Elle se demande reanmoins de combien de maneres
dierentes elle aurait pu remplir cette grille.

Repondeza sa question. B

2. Posez-vous la question : "Combien de choix sont possibles pour le premier cheval ? Une fois que j'en ai choisi un, combie n de choix pour le
deuxeme ? Puis pour le troiseme ?". Un arbre peut aidera raisonneregalement.
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Proposition 5:12
Dans le cadre des notations de la ce nition peedente,

p{l
Ab=n (n 1) ::: (n p+l1)= (n k)
k=0

Remarque 5:13
Remarquons que la notation avec le symbole produit permet de toutdsuite identi er le fait que le
produit est constitte de p facteurs, commercantan et diminuant de 1a chaque fois.

Exemple 5:14

Dans le cadre du premier exemple de cette partie, on avéi€ = 60.
Or:5 (5 1) (5 2)=60.Casemble marcher!

Exercice 5.4 Bemonstration
Demontrer la formule peedente.

Remarque 5:15

J'attends d'ici la complainte dekves cesabuses : "Hey, mais §l existe une formule, pourquoi ne pas la
voir avant les exercices, diantre ? Cela nous a ranchirait du dessiratlbres ma foi fort peu evidents'H.

Je veux que vous compreniez les formules avant de les appliquer cantas automates, voil pourquoi!
Tout ce que nous voyons dans ce chapitre peut etre retrouwec du bon sens (en n, au cebut). Il ne faut
surtout pas le perdre de vue si vous etes perdus! Faites dessiies

5.3 Permutations

Exemple 5:16

Lea, joueuseegalement aux courses hippiques, decide de tent'l'octo-plus”, c'esta-dire une combinaison
d'arrivee des 8 chevaux.

Une telle combinaison, reprenant l'inegralie deseements deE exactement une fois, est appekper-
mutation M

lea avait le choixentre8 7 6 5 4 3 2 1=40320 possibilies.

Hey mais attendez! Ce ne serait pas 8!, par has&d

e nition 5 17

Une permutation de E est unen liste sans epetition de E.
Dit autrement, c'est une liste constittee de tous leseements d E, chacun apparaissant une unique fois.
Somme toute, une permutation est un arrangement de taille. Et voih!

Exemple 5:18

SoitE = fA;B;Cg.

Les permutations deE sont (A;B;C);(A;C;B);(B;A;C);(B;C;A);(C;A;B);(C;B;A).
Bref, ce sont les trois lettres constituanE, dont on a permuEﬁ les places.

Dans le jeu des 7 familles, chaque famille est constitlee de 6 cartes.

1. De combien de maneres peut-on ordonner une famille de 6 cafe
2. De combien de maneres peut-on ordonner les 42 cartes du jeu

3. Oui, lekve du 21 °me  secle s'exprime ainsi, pourquoi ?

4. Signi ant : toutes les combinaisons ont les mémeseem ents mais ils ne sont pas forementa la méme place.

5. Voir chapitre 1 pour la notation factorielle. On rappelle  que cela se lit "8 factorielle"... Comme je suis sympa, voir | a proposition suivante en
cas de doute.

6. Et oui,ca vient de &!
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Proposition 5 :19
Le nombre de permutations d'un ensembleaeements estn'=n (n 1) ::: 2 1.

Exercice 5.6 Bemonstration
Demontrer la proposition peedente.

Remarque 5:20
On retient que les arrangements et les permutations sont assxciau tirage sans remise ou au nombre
de possibilies de classement (dans une course par exempk)adapter suivant le contexte bien sQr!

5.4 Combinaisons et coe cient binomial

Exemple 5:21

Reprenons notre jeu des 7 familles. Vous prenez 3 cartes parmewes familles, celle-cietant constittee
des 6 cartes suivantes : Lekve Fille, Leeve Garcon, La Prof Fille, Le Prof Garcon, La CPE Fille, Le CPE
Garcon.

Que vous tiriez "Ekve Fille - Prof Fille - Prof Garcon" ou " Ekve Fille - Prof Garicon - Prof Fille",
nalement, votre main sera exactement la méme.

Vous venez de tirerun ensemble non ordonre  de 3 cartes : I'ordre dans lequel vous les avez tiees
n'importe pas!

On parle alors de 3combinaison .

Ce nition  5:22
Une p-combinaison dekments de E est une partie deE a pekments non ordonres.

Exercice 5.7 N
On reprend le contexte de I'exemple peedent. On prend une ddamilles (constittee donc de 6

cartes). On nelange cette famille et on pioche 3 cartes.
Montrer que le nombre de mains constitltees de trois cartes dientes que I'on peut ealiser est 20.

Proposition 5:23

*

o . , n
Le nombre dep combinaisons d'un ensemble & ekments est ' -, ce que I'on note

pi(n p)

n!

Remarque 5:24

<

Autre manere de le dire, E est le nombre de partiesakeements d'un ensemblea nekments.

Remarques 5:25
Et oui, on Jetyouve l'expression du coe cient binomial! Rappelons er et que dans un sclema de

~

.n : . "
Bernoulli, 0 repesente le nombre de chemins @ sucesparmi lesn epetitions. Ce sont donc

toutes les combinaisons de chemins passant garsuces. D'ai ce esultat!
On pourra donc appliguer sans une once de scrupules les treoesnde n de chapitre, qui ontee
¥ tep cemontees en premere. . <

. H ] H n H H n H n 1
Mais avant ces treoemes, on retiendra que l'on emplmeraIO , qui se lit "p parmi n", ces que l'on

~

ealise le tirage simultare de  p objets parmi un ensemble de taille n.
Exercice 5.8
Dans certaines variantes du Poker, chaque joueur a en main 5 &t pioclees parmi un jeu de 52

cartes.
Combien de main sont possibles dans ces variantes ?

Exercice 5.9
Demontrer la proposition peedente.
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Tleoemes 5:26
<

o < .

n _ n
v o P, n ,p,
n _ n _
0 T 1let 1~ n
. 1( (] n( o n <
n+ _ .
Cop+l T op + p+1 (formule du triangle de Pascal)

Remarques 5:27

Vous avez cep cemonte ces proprees en premere. Relisez les cemonstrations, vous pourrez ainsi faire
le lien avec ce cours.

5.5 Lien avec les probabilies

5.5.1 Calculs "simples"

Exercice 5.10

Vous lancez 6 s discernables (par leur couleur) cubiques, tousmeroes de 1a 6 et tousequilibes.
1. Determiner le nombre total de combinaisons possibles.
2. Determiner le nombre total de combinaisons comprenant 6 edtats dierents.
3. En ceduire la probabilie d'obtenir 6 esultats dierents en lan cant 6 des cubiques.

Remarque 5:28

Depuis que vousetudiez les probabilies, lorsque I'on travaille dansrucontexte dequiprobabilie [, 1a
probabilie d'uneenement A si l'on travaille dans un univers est

card(A)

P(A) = card()

C'est ce que vous avez fait naturellement dans I'exemple pecden

Exercice 5.11 Ne}(e

Jouer au loto consistea choisir 5 nuneros dans une grille contentad9 cases, et cocher un nunero
dans une grille suppementaire contenant 10 cases.

1. Combien de combinaisons existent-ils ?

2. Kaan joue toutes les semaines au loto. En approchant une aam® 52 semaines, combien de
temps devrait-il jouer pour jouer toutes les grilles ?

3. Determiner la probabilie de gagner le gros lot, correspondara une seule combinaison.

7. Ici assurer par le fait que tous les s sontequilibes
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5.5.2 Loi binomiale

Exercice 5.12

On consicere une urne contenant 10 boules indiscernables au thac 7 d'entre elles sont vertes et 3
sont rouges.

On proedea 5 tiragesavec remise.

On souhaite ceterminer la probabilie de tirer 4 boules vertes.

1. Tracer un arbre repesentant ce sctema de Bernoufliserait fastidieux mais n'fesitez pas si cela
peut vous aider.
Justi er que le nombre de chemins passant exactement par 4evements "Tirer une boule verte"

est 4

2. Justi er que la probabilie d'un tel chemin est 0; 74  0; 3.
3. Conclure

e nition 5:29

Une experience de Bernoulli est une expgerience akatoirea 2 ssies (gereralement appekes Suces et
Echec). Elle a pour paranetre la probabilie du suces, noee greralement 06 p6 1.
Un sctema de Bernoulli est la egetition de n 2 N? epreuves de Bernoulli de paranetresp. Ces
¥ epetitions sont identiques et independantes.

Un tel sckema de Bernoulli a pour paranetresn et p.

Soit X la variable akatoire discete comptant le nombre de succas pani lesn epetitions d'un screma
v de Bernoulli de pararetresn et p.

Alors X suit une loi binomiale de paranetresn et p.

Tleoeme 5:30
Si X suit une loi binomiale de paranetresn et p alors pour tout entier k tel que 06 k 6 n,
e <
PX=k= | @ p" &
SCICRWEI [2monstration
Demontrer le theoeme peedent

5.5.3 Loi hypergonetrique

Exercice 5.14

On consicere une urne contenant 10 boules indiscernables au tbac 7 d'entre elles sont vertes et 3
sont rouges.

On proedea 5 tiragessans remise.

On souhaite ceterminer la probabilie de tirer 4 boules vertes.

1. Tracer un arbre repesentant I'experience akatoire seri fastidieux mais n'tesitez pas si cela
peut vous aider.

2. Donner sous la forme d'un coe cient binomial le nombre total d'isses correspondanta un tirage

sans remise de 5 boules parmi les 10 boules de base.
o ( o (

. . . . 7
3. Justi er que le nombre d'issues ealisant lexenement obtenir4 boules vertes est 4 i :
4. Conclure.
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e nition 5:31

On consicere un ensembleE de cardinal n, partitionre 9 en deux sous-ensembles;, A, de cardinal

respectifr, et r.

En particulier, ry + r, = n.

On extrait au hasard etsimultarement mekments de E.

Notons X la variable akatoire comptant le nombre deementsk de A; parmi lesm extraits (remarquons

gu'il y aalorsm kekments de A)).

X suit alors une loi ditehypergonetrique et

o < o < o < o <
r I M

k
P(X =Kk)= .n = . < pourk2 N;k6 m6 ry6 n

Remarque 5:32 :Lien avec l'exercice pe@dent
Par rapporta I'exercice peecdent :
E correspond auxn = 10 boules de l'urne;
¥ A correspond auxr; = 7 boules vertes (etA, aux r, = 3 boules rouges);
¥ m correspond aux 5 tirages sans remise (dome = 5), le sans remise correspondant au "simul-
¥ tarement".
X compte le nombre de boules vertes. o < e ¢

1
La probabilie d'obtenir 4 boules vertes est dond (X =4) = —-TO<— En e et, on a tie 4 boules

5
parmi les 7 vertes, 1 boule parmi les 3 rouges (donc un total de 5Sutes) et on divise par le nombre
total de combinaisons d'un tirage de 5 boules parmi les 10 de base.
On remarque queP (X = k) cepend, en paranetres, den, m et r;. Ce sont les paranetres de la loi
¥ hypergeonetrique.

Remarque 5:33
On retient que I'on moctlise avec une lobinomiale lors d'un tirage avec remise et avec une loi

hypergonetrique  lors d'un tirage sans remise.

Remarque 5:34
Sin est tes grand devant (au moins 10 fois superieura )m, on peut assimiler une loi hypergeonetrique

ey . . . 1
a une loi binomiale (plus simplea calculer pour les ordinateurs) de pamnetres m et p = P

Cette approximation se comprend ainsi : si le nombre de jetons danne urne est tes grand, le fait

d'e ectuer quelques tirages dans cette urne ne va pas bouleverkes proportions.

5

.6 Exercices

Exercice 5.15

Nicolas, ami de Johanne remplitegalement la grille du quine, constiee de 5 chevaux vainqueurs
parmi les 8 chevaux. On rappelle que les chevaux sont classes.

Combien de possibilies pour remplir sa grille a-t-il ?

N NGl Seul 'ane a un gramme

Un anagramme d'un mot est un mot constitte exactement des méss lettres eventuellement

melangees.
Par exemple, un anagramme de MATHS est ATHMS. Cela ne veut rien dimais c'est un anagramme.
Combien d'anagrammes du mot MATHS peut-onecrire ?

9. Dit autrement, A1 = A

10. La question est donc : combien de mots de 5 lettres distinc tes peut-onecrire avec les lettres du mot "MATHS" ?
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N RyA Lane a deux grammes

1. Determiner le nombre d'anagrammes de "MATHS" commercant gr A.

2. Determiner le nombre d'anagrammes de "PHYSIQUE" commenaa par une voyelle et nissant
par une consonne.

En lien avec applications injectives et bijectives
Demontrer les esultats suivants :
1. Le nombre d'applications d'un ensemble gekments dans un ensembleanekments est nP.
2. Le nombre d'application injectives d'un ensemble g@ekments dans un ensemble an eements
estAP.
3. Le nombre d'applications bijectives entre deux ensembleseekments est n!.

SCIHCRWEE | e Pot-Caire
On tire simultarement 5 cartes d'un jeu de 52 cartes, I'ensemble adriuetant une main.
On rappelle qu'une carte est e nie par sa valeur (de 1a 10, avecalet, dame et roi en plus, soit 13
cartes) et sa couleur (pique, carreau, te e, coeur).
1. Combien peut-on former de main de 5 coeurs ?

2. Determiner le nombre de mains correspondant aux combinaisossivantes :

(a) la paire (deux cartes de valeur identique) ;
(b) le brelan (trois cartes de valeur identique) ;
(c) le full (un brelan et une paire)

(d) la quinte ush (une suite de 5 cartes d'une méme couleur). La pdupetite suite est 12; 3;4;5
et la plus grande 10V alet; Dame; Roi; As.

(e) la quinte (5 cartes qui se suivent, avec au moins deux couleur®ar exemple,
7] 8| 9 10~V alet ).
(f) la couleur (5 cartes d'une méme couleur, qui ne sont pas togteonsecutives) ;.

3. Peciser pour chacune des mains peedentes le probabilid'obtenir une telle main.

4. Au poker, la meilleure main emporte la mise des dierents joueurs.

Dans les egles, une paire est plus faible qu'un brelan, qui est plusti@ que la quinte, qui est
plus faible que la couleur, qui est plus faible que le full, qui est plus faildee la quinte ush.

Cela vous semble-t-il pertinent?

C Rl Happy birthday !

On choisitn 2 N? personnes au hasard. On suppose qu'aucune n'est ree le 29iévet quen 6 365.
1. Exprimer en fonction den la probabilie qu'au moins deux personnes aient la m&éme date d'an-
niversaire.
2. Dans une classe de 36 ekves, quelle est la probabilie que 2 pennes aient la méme date
d'anniversaire ?
3. A partir de combien de personnes est-on sira 99% que deux pmrees au moins ont la méme
date d'anniversaire ?

11. On rappelle gu'une application E ! F est injective si touteement de F admet au plus un ane@dent dans E. Elle est surjective si chaque
eément de F admet au moins un ane@dent dans E. Elle est bijective si elle esta la fois injective et surjec tive.
12. Pour la question 1, on pourra calculer la probabilie de  lexenement contraire.
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N - NwXl Loi binomiale, loi hypergeonetrique ou les deux

Dans le ekbre jeu ekvie "Matrequizz", les candidats, epartis en deuxequipes (Analyse et Algebre),
s'a rontent dans une manche de rapidie. La eponsea la quesbn est soit "loi binomiale", soit "loi
hypergeonetrique”, soit "les deux" si la eponse concerne lesleux lois de probabilies.

Determiner la eponsea chacune des questions.

On pecisera, lorsque cela est possible, les paranetres des lois.

1. "Fait intervenir le coe cient binomial".
2. "Mocklise un tirage sans remise".

3. "Moctlise un tirage avec remise".
4

. "Si on lance 100 billes sur une surface peree de 10 trousegpartis de 10 couleurs dierentes,
chaque trou pouvant eventuellement accuelllir les 100 billes, le nondrde billes dans le trou
rouge (en supposant que les 100 billes tombent recessairemenités dans un trou) suit une ..."

5. "Si on e ectue 5 tirages d'une bille avec remise, dans un sac camet 25 billes rouges et 75
billes noires, le nombre de fois que I'on a obtenu une bille rouge suit..."

6. "Est le au frarcais Pascal (le philosophe, pas le chanteur)".

7. "Si on pioche en une fois 5 jetons dans une urne contenant 2tges, sur lesquels gurent les 26
lettres de l'alphabet (chaque jeton a une lettre dierente des auks jetons), le nombre de voyelles
dans les 5 lettres pioctees suit ..."

8. "Si on lance 5 s, le nombre de 6 obtenus suit..."

9. "On suppose que 1% des te es possedent 4 feuilles. On cueill@(lte es et X est le nombre de
te esa 4 feuilles cueillis. X suit une ..."

10. "Un co rea jouets contient 6 cubes, 5 boules et 7 etraedes. On extrait successivement et sans
remise 4 objets du core. SX est la variable akatoire comptant le nombre cubes alorX suit
une ..."

Exercice 5.22

On se place dans le contexte de l'armation 5 de I'exercice intitue "La binomiale, loi hy-
pergeonetrique ou les deux".

1. Determiner la probabilie la probabilie d'obtenir exactement 2 b oules rouges.
2. Determiner la probabilie d'obtenir au moins 3 boules noires.
3. Determiner le nombre moyen de boules rouges tiees parmi lesbdules.

Exercice 5.23

On se place dans le contexte de l'armation 7 de l'exercice intitue "Lo binomiale, loi hy-
pergeomnetrique ou les deux".

1. Determiner la probabilie de piocher exactement 2 voyelles.
2. Determiner la probabilie de tirer au moins 4 voyelles.
3. Determiner le nombre moyen de voyelles pioctees parmi les 5 geis.

13. Rappel : la moyenne, en probabilies, est assoceea | ‘esperance.

X
14. Rappel : la formule grerale de I'esgerance est la sui  vante, pour une variable akatoire Y a valeurs dans un ensemble discret E : kP (Y = k).

k2 E



Chapitre 6

Quelgues calculs d'inegrales atypiques

Ce chapitre est quelque peu atypique par sa forme. Plus ou moins p#es cours ici, seulement des
exercices.

Par souci de colerence, les exercices ontee regroupes peme.

Bonne chance!

6.1 Formule de l'inegration par parties et applications

Mise en place de la formule

Soientu et v deux fonctions continues et cerivables sur un intervallegf bj. A l'aide de la formule de la
cerivee du produit, cemontrer la formule suivante, appeke formule d'inegration par parties (IPP) :
Zy Zy
ufx) v(x)dx =[u(x) v(x)2 u(x) vi{x)dx

a a

Exemple d'utilisation 6:1 .
1

Supposons que I'on veuille par exemple calculer xe*dx.

0
Avec les nmethodes de terminales, il faudrait trouver une primitive df : x 7! xe*, ce qui est loin d'&tre
evident. En revanche, on peut trouver facilement une primitive dex 7! € et on peut facilement ceriver

X 7! X. 8
ul ;o x 7! e u : x7!¢e
X 7! x cestadire V0 : x7!'1
de EPP (inegration par parties) LE
1

Rl
[ x|} ge  1dx

Ainsi, on posant , on a alors, en appliquant la formule

exdx =
0 R
= et edx
= e [es
= el (e €
= 1

Remarque 6:2
Au passage, on a discetement fait appara’tre une fonction dsie ! C'est beau, les maths quand méme...

Methode 6:3 : pour appliquer la formule de I'IPP

De manere gererale, il faut chercher a ceriver prioritairem ent les puissances positives de, puis la
fonction In et les fonctions trigononetriques.

En e et, on cerivant les puissances positives d&, celles-ci diminuent de 1a chaque fois. Fatalement, on
va nir par ceriver x 7! x, qui donnerax 7! 1. Ainsi, on aura fait "dispara’tre” une des fonctions, ce qui
nous permettra de nous concentrer sur ce qu'il reste.

1. Remarquons que, pesene ainsi, on suit un chemin forma nt un angle : d'abord uv puis uv®

33
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Premeres applications

Chacune des questions de cet exercice est incependante algses.
VA 1

1. En utilisant deux fois de suite la formule de I'IPP, calculer €*x2dx.
0
On pourra judicieusement posen®: x 7! € etv:x 7! x2. .
t

2. En utilisant le fait que, pourx 2]0;+1 [, In(x) =1 In(x), determiner la valeur de  In(x)dx,
1

a t> 1. En ceduire une primitive de la fonction In.

Z
3. Calculer 2 x2cogx)dx (Rappel :sin®= coset co®=  sin).
0 z z
4. Soient les deux inegrales ce nies par | = € sinxdx etJ= e cosx dx:
0 0
(a) Demontrer que | = Jetquel=J+e +1 (Rappel:sin®= cosetcod= sin).
(b) En ceduire les valeurs exactes de | et de J.
z z
5. On pose K = ———dx etL= ——dx
o e+ ex o & +ex

Calculer K et L en raisonnant par combinaison avec K et L,a l'instar dda question peedente.

Treoeme de Taylor avec reste inegral

Partie A : Notion de ceriee neme

On appelle cerivee d'ordre n, au n est un entier sugerieur ouegala 1, d'une fonctiong la cerivee (si
elle existe) deg™ Y, an g™ ¥ cksigne la cerivee d'ordre (n 1) de g. On convient par ailleurs que

g(o) = g
Ainsi, si g est cerivable, g°= g® et si g° est cerivable, g°°= (g9°= g@.

1. Un premier exempleSoith: R ! R;x 7! x3+3x+7. Montrer que pour tout eel x, h® (x) = 6x.

2. Pour la fonction exponentielle, noeeexp.
Montrer que pour tout entier naturel n, exg" existe et vautexp.

Partie B : d&dmonstration d'un etbre tlreoeme

D'apes le premierecrit du CAPES de matrematiques, 2016
Soit n un entier naturel superieur ouegala 1. On consicere une fowtion f cerivable n fois sur un

intervalle | . Soienta et b deux nombres eelsa et b dans l'intervalle | .
b

1. Justierque f (b= f(a)+  fYt)dt.

a
2. Montrera l'aide d'une inegration par parties que sin > 2 alors
YA b
f(h=f(a)+ fYa)(b a)+ f%)(b t)dt:

a

(b a)z

3. Montrer que sin > 2 alors 7
(b a)n 1+ b f(n)(t)

= + +f@
f(B=f(@+fa)b a)+ @75 TR
Cetteegalie est connue sous le nom de formule de Taylor @v reste inegrala l'ordre n.

+ (M D(q) (b t)" dt,

A

2. Pour tout entier k strictement positif, on note k! le produit des entiers strictement positifs inérieurs  a k. Cela se lit "k factoriel". Par exemple,

41=4 3 2 1.
3. Pour les questions 2 et 3 de la partie B, commencez par vous o ccuper de l'inegrale.
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Partie C : application pour ekterminer une valeur approch ee de e'

Dans cette partie, on consicerd = exp, a=0 et b= 1.

o gy
a (n D!

2.(a) Calculere! = f (1) avec la formule de Taylor avec reste inegrala l'ordre 4.
(b) En regligeant le dernier terme, ceterminer une valeur appro®e de e'.

(b t)dt=0.

1. Montrer que lim
n+1

6.2 Calcul inegral et volume

Extrait du sujet de baccalaueat Polyresie, juin 2018
Dans cet exercice, on s'ineresse au volume d'une ampoule bassesoonmation.

Partie A - Mocelisation de la forme de I'ampoule

Le plan est muni d'un regere orthonornme O;T; ).

On consicere les points A( 1; 1), B(0;1),C(4;3),D(7;0),E(4; 3),F(O; 1)etG( 1; 1)
On moctlise la section de I'ampoule par un plan passant par son axe dealutiona l'aide de la gure
ci-dessous :

\\

Al \

¢ F /

_

La partie de la courbe sittee au-dessus de I'axe des abscissesesmisipose de la manere suivante :
la portion sittee entre les points A et B est la repesentation grahique de la fonction

constanteh e nie sur lintervalle [ 1 ; 0] parh(x) =1;
la portion sittee entre les points B et C est la repesentation grapique d'une fonctionf
e nie sur l'intervalle [0; 4] par f(x) = a+ bsin c+ ;x , a1 a, bet c sont des eels non nuls

es et al le eel c appartienta l'intervalle 0 ; 5 ;
la portion sittee entre les points C et D est un quart de cercle de diatne [CE].

La partie de la courbe sittee en-dessous de |'axe des abscisse®letEnue par synetrie par rapporta
I'axe des abscisses.

1.(a) On appellef© la fonction cerivee de la fonction f. Pour tout eel x de lintervalle [0; 4],
ceterminer f {x).
(b) On impose que les tangentes aux points B et Ca la repesentan graphique de la fonction
f soient paralelesa I'axe des abscisses. Determiner la valeur deelc.

2. Determiner les eelsa et b.

4. Pourquoi ? Gracea la question 1, tout simplement.
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Partie B - Approximation du volume de I'ampoule

Par rotation de la gure peedente autour de I'axe
des abscisses, on obtient un mockle de I'ampoule.
A n d'en calculer le volume, on la decompose en
trois parties comme illuste ci-contre.

On rappelle que : A B

le volume d'un cylindre est donre par /
la formule r ?h au r est le rayon du disque
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le volume d'une boule de rayom est
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4
donre par la formule = r 3. G F

On admetegalement que, pour tout eelx de
lintervalle [0; 4], f (x) =2 cos zx .

Vue dans le plan (BCE)

1. Calculer le volume du cylindre de section le rectangle ABFG.
2. Calculer le volume de la demi-sptere de section le demi -disque denditie [CE].
3. Pour approcher le volume du solide de section la zone grisse BCEfR, partage le segment [O8

4 . .
enn segments de méme Iongueurf puis on construitn cylindres de méme hautew;.

(a) Cas particulier : dans cette question uniquement on choisit = 5.

Calculer le volume du troiseme cylindre, grise dans les gures ci-dsous, puis donner une
valeur approcteea 10 ? pes du volume total de I'ampoule.

E
Vue dans le plan (BCE) Vue dans l'espace

(b) Determination de la valeur exacte
1 2cos(X)

i. Montrer que co$(x) = >

z

4
ii. On admet que le volume du solide de section grie vaut en ealie  (f (x))%dx.
0

En ceduire le volume eel de I'ampoule. Est-ce coterent avec la astion B)3)a) ?

5. Pour B)3)b)i., exprimer d'abord cos(2 x) en fonction de cos?(x)a l'aide des formules de duplication vue en premere. Pou r la B)3)b)ii.,
cevelopper puis utiliser la question pe@dente. On rap  pellea toute n utile que ( sin (u)% = u%os(u).
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Remarque 6:4 : Icke gererale de I'obtention de volumea partir d'ine grale

En terminale S, on voit qu'en inegrant on obtient une aire, une doree nunerique en n?. On obtient
cela en inegranta partir d'une courbe, qui est donc une donre nunerique en m. Il fauta ce stade faire

. : I . 1
l'analogie avec le fait qu'une primitive de la fonctiorx 7! x estx 7! Ex2.

Or, une primitive de x 7! x? estx 7! §x3. Ainsi, en inegrant des n¥, on peut obtenir des ni et donc des
formules de volume!).

Formules de volume : cone et pae droit

Le cObne repesent ci-dessous a une base circulaire de ray@n= 2cm et une hauteurh = 5cm. On
veut calculer son volumea l'aide d'une inegrale. Pour cela on utilise lerqncipe suivant :
On imagine un cecoupage de ce cbne en "tranches" horizontalesniment minces dont
lepaisseur sera noeedz.
On admet que chaque "tranche" ainsi obtenue peut étre assimda un cylindre.
On calcule alors la somme des volumes de toutes ces tranchesa l'aitlené inegrale.

1.(a) Chaque tranche a-t-elle le m&me rayon ?
(b) Le rayon est-il fonction de l'altitude z de cette tranche ?

2. On veut calculer le volume d'une tranche en fonction de
Pour cela, on ealise une section du cone suivant un plan paraledeson axe ( gure de droite).
On appeller(z) le rayon de la tranche sittee de hauteue.

(a) Placerr(z) sur le sclema.

2
(b) Exprimer SQYen fonction dez et en ceduire quer(z) = g(5 z).

(c) Exprimer l'aire S(z) de la base de la tranche en fonction de
(d) Exprimer son volume en fonction dez.
3.(a) Entre quelles valeurs varie-t-elle ?
5
(b) Calculer l'inegrale S(z)dz.
0
(c) Controler le esultat en utilisant la formule connue pour le volune d'un cone.
4. Reprendre la cemarche dans le cas gereral d'un cone de @yR et de hauteurh.
5. Reprendre la cemarche pour un paralekpigede rectanglaede dimensionL, | et h.
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Exercice 6.6 Volume d'un solide de evolution

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalled; b] de R et G sa courbe repesentative
dans le plan muni d'un repere orthonorne ©;T,; 7). On peut placer la courbe dans I'espace muni d'un
regere orthonornme (O;T; T; K), puis faire \tourner" la courbe autour de I'axe (0x). On ¢k nit ainsi un
solide de evolution (telle la sphere ou le cylindre par exemple).

Partie A : Une formule grerale

1. Faire une gure illustrant la situation.
2. A chaque valeur dex dans l'intervalle [a; bl correspond un disque, intersection du solide avec le

plan paralklea (0; ; K) passant par cette valeur dex. Peciser le rayon puzis I'aire de ce disque.
b

3. Le volume du solide de evolution ainsi construit est donre par l'iegrale [f (x)]?dx. Expli-
quer cette formule.

Partie B : Quelques calculs de volumes

1.(a) Quelle est la nature du solide de evolutionS; ¢ ni sur lintervalle [0;5] par la fonction
constantef; : x 7! 2? On pourra s'aider d'un sclema.
(b) Calculer le volume du solides;.
2.(a) Quelle est la nature du solide de evolutionS, ¢ ni sur l'intervalle [0;5] par la fonction
lireaire fo:x 7! x?
(b) Calculer le volume du solideS,.
3.(a) Quelle est la nature du solide de evolutiors; ¢ ni sur l'intervalle [0; 5] par la fonction a ne
faix 7! 2x+17?
(b) Calculer le volume du solideSs.
4.(a) Quelle eat la nature du solide de evolutionS, ce ni sur l'intervalle [0;1] par la fonction
faix7 1 (x 1)2?
(b) Calculer le volume du solideS,.
5. Calculer le volume du solide de evolution obtenua partir de la fonwon fs : x 7! pl—i Inx sur
l'intervalle [1; €.

6.3 Inegration par changement de variable

Exemple6:5
Pour ceterminer une primitive d'une fonction, il est parfas recessaire de passer par un changement de

variable. C'est ce que pesente cet exercice, pasa pas.
Partie A : Peliminaires
1 _ 05 N 0;5
1 w@+u 1 u 1+u

On peut montrer que pour tout eelu dierent de 1 et 1,

Partie B : exemple de calcul d'une inegrale
YA =2

-° dx
Calculons| = . .
-4 Sin(x)

Posong : u = cos(x). u sera notre nouvelle variable, d'au le terme dehangement de variable

On a donc u® = cos{x)x% ce qui se note en notation dierentielle’ : du = sin(x)dx, soit encore

du = sin(x)dx.

6. Attention, il faut que le changement de variable soit fait a l'aide d'une fonction bijective, cerivable (idem pour | a eciproque), de cerivee
continue (idem pour la eciproque) sur l'intervalle d'int  egration, ce qui est bien le cas de cosinus sur [ = 4; = 2], qui est strictement monotone sur
cet intervalle.

7. "d" signi e cerivee (notation de Leibniz).
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De plus, quandx = =4,u=cos(=4) = P 2=2 et quandx = > u=coy =2)=0.

Toute l'astuce ici cons?tea faire appﬁra"tre dang I'expressionsin(x)dx pour la remplacer par du.
=2 dx 7 TZsinx)dx.

_, Ssinx) -, sirkx)

A ce stade, on peut facilement remplacer le nunerateur pardu.

De plus, pour le cenominateur, il sut d'utiliser le fait que sin? + cos = 1 pour faire appara’tre du

Alors, c'est parti : | =

co<(x), qui sera remplae paru?.
Donct - | = 7% sin)dx _ ~°  du o gy ~ 2P g, _ "2 1 g
' -4 1 co(x) Ps,1 U2 Ps,1 U2 0 1 u? 0 1 u@+u

p_

22 0.5 0;5

Donc:I = +
0 1 u 1+u

Exercice 6.7 A votre tour !

Ps_
du=[ O;5In(1 u)+0;5In(L+u),*> 09

1 0;5 0;5
1.(a) Montrer que pour tout eel u dierent de 1 et 1, = ——+ —
@ auep @ wla+u 1 u 1+u
zZ _,
(b) Calculer| = w en posantu = cos(x) (oui, c'est I'exemple,a refaire par vous-méme
=4
donc).
2. CalculerJ = " _dx (poseru = sin(x))
| T g cosg) oo T A
Z 1
e 1
3. N CalculerK = dx (poseru = €).
0 £ +1
z . E
4. N CalculerL = —— du (poseru = sin?(t)).
T TR (1)
9

8. On peut pro@der au changement de variable. Tout ce qui es tavec du x est rempla@ par lequivalent avec du  u. Il est essentiel de comprendre

que u est une variable et pas une fonction de x!

9. Astuce pour K : = Iy
u(u +1) u u+1



Chapitre 7

Equations dierentielles d'ordre 1

7.1 Mise en bouche

7.1.1 Le circuit RC

Un circuitelectrique de base est le circuit RC (esistance-condesateur!). C'est un circuit compo d'un
cererateur, d'une esistance et d'un condensateur monesn rie.

Si I'on note :

t le tempsecouk;

i -t 7!i(t) l'ntensie (en Ampere) du courant traversant le circuit;
u:t 7! u(t) la tension (en Volt) aux bornes du condensatedr,

C la capacite du condensateur (en Farad), qui est une valeur xe;

o_ du , ,
u’= at la cerivee de la tension u par rapport au temps;
alors un condensateur iceal \eri e la relation suivante :i(t) = C  u{t), soit, en notation physicienne,
: du
= C—.
dt
Notons enn :

E, la tension (en Volt)emise par le gererateur, qui est constang;
R, la esistance (en Ohm) du dip6le esistance, egalement conahte.

Regardons maintenant le circuit dans son ensemble. Comme le momtast en srie, la tensiorkE emise
par le gererateur est la somme des tensiorisaux bornes de la esistance (valanRi, d'apes la loi d'Ohm)
et de celle aux bornes du condensateurs (noes.

. . du . ,
D'aw E=Ri+ UusoitE = RCE + u, ou encore en notation mathematiques :

E = RCuqt) + u(t):

Une telle equation, mélant une fonction et sa cerivee, d'inconne la fonction, est appekequation
dierentielle.

1. "Le condensateur est un composantelectronigueebme ntaire, constitie de deux armatures conductrices (appel ees electrodes )eninuence
totale et ®paees par un isolant polarisable (ou delectrique ). Sa propree principale est de pouvoir stocker des char geselectriques” (selon
Wikigedia). C'est un grand classique, que I'on retrouve da ns I'ensemble des appareilselectroniques de nos jours.

2. Attention, ici, u et i sont des fonctions derivables exprinees en fonction de  x.

3. D'apes la loi des mailles, ou loi d'additivie des tens ions. La tension greee par le grerateur estegala la somme des tensions aux bornes
des dip6les d'un circuit mone en rie.

40
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7.1.2 Une premereequation dierentielle

une premere esolution
1. Rappeler quelle est l'unique fonctiory solution de lequation dierentielle y° = 'y, \eri ant
y(0) = 1.
2. Determiner une autre fonction solution de lequationy®= .

3. Werierque f :x 7! € est une (en ealig, "la") solution de lequation dierentielle y°= 2y telle
quey(0) = 1.

4. Determiner une solution g de lequation dierentielle y°= 2y telle quey(0) = 3.
5. Determiner une solution h de lequation dierentielle y°= 2y + 3.

7.2 Resolution de kquation homogene, aussi appeée equation sans second
membre, y°= ay

On cherche a esoudre dans cette partie lesequations de la fme y° ay = 0, as y est une fonction
cerivable de R dansR et ai a est une constante dierente de 0.

Tleoeme 7:1
Soit a un eel non nul. L'ensemble des solutions suR de lequation dierentielle lireaire d'ordre 1a
coe cients constants sans second membfe(H) : y° ay =0, ce qui se note aussi :(H) : y°= ay/|, est

l'ensemble des fonctions de la for , Q c est une constante.

Exercice 7.2 Cemonstration

1. Montrer quef : R ! R;x 7! ce® est solution de {), c'esta dire que pour tout eel x,
fqx) af(x)=0.

2. Reciproquement, le but de cette question est de montrer queute solutionf de (H) sécrit sous
la formef :x 7! ce*.
(a) Soit f une solution de H) et soit :x 7! f (x)e . Montrer que est constante.

(b) Conclure.

Remarque 7:2

Une autre cemonstration possible (apes avoir vu le logarithme eperien) est la suivante :
. f 4%
f solutionde H), fYx)= af(x) pourtout x2 R ,8 x2 R;%: a, '/
8x 2 R;In(jf (x)j)= ax+ b, 8 x 2 R;jf (x)j = e&*P= €™ 8 x 2 R;f(X)=ce®,w c= € ou
c= €
Il'y a donc une in nie de solutionsa uneequation homogene, tout comme une fonction continue
sur un intervalle admet une in nie de primitives sur cet intervalle.

Treoeme  7:3 : de Cauchy-Lipschitz 8

On se place dans le cadre du treoeme peedent. Pour tdu(Xo; Yo) 2 R?, il existe une unique fonction
f solution de(H) telle quef (xg) = Yo.

4. La question 2 reprend la mémeequation que la question 1, mais sans imposer la condition initiale y(0) = 1.

5. Dierentielle car lie la fonctiona sa drivee; lire aire car la forme fait penser aux fonctions lireaires y = ax; d'ordre 1 car la cerive est
d'ordre 1;a coe cients constants car a est constant; sans second membre car le membre de droite dans lequation vaut O.

6. Remarque pour la question 2 : il s'agit de montrer que f est solution de (H) si et seulement si f s&crit sous la forme f : x 7! ce®. On a
émonte le sens indirect : il reste donca cemontrer le s ens direct.

7. En primitivant.

8. Augustin Louis Cauchy, matrematicien frarcais du b ut du 18™ secle; Rudolph Otto Sigismund Lipschitz, mattematicie  n allemand de
la ndu18°em secle.
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lllustration 7:4 : : courbes de plusieurs fonctions solutions de kquation d ierentielle  y°=y

On remarque en particulier que, pour tout couplexy;yo) 2 R?, il existe une seule courbe passant par
le point de coordonrees Xo; Yo).

Remarque 7:5

C'est ce que I'on appelle en particulier la condition initiale (quanc, = 0) ou nale (quand on
conna la limite en +1 ).

On peut faire le rapprochement de cette unicie avec la condition dhicie de la primitive.
Exercice 7.3 Bemonstration
Montrer le treoeme, c'esta dire montrer qu'il existe un unique c2 R correspondantaf (Xo) = Yo.

Exemple7:6

On souhaite ceterminer la fonctionf solution de lequation y°= 2y, avecf (1) = 3.
D'apes le threoeme 5.1, il existe c2 R tel quef : x 7! ce .

3
Or:f(1)= 3, ce?= 3, c= — 3¢

e
Dai: f :x7! 3efe %,

Exercice 7.4 Premeres vraies esolutions

1.(a) Resoudre dansR (H,) : y°= 3y.
(b) Determiner l'unique fonction f solution de H,) telle quef (0) = 5.

2. Determiner l'unique fonction g solution de H,) : 2y° 7y = 0 telle que la courbe de repesentative

de g admette une tangente de coe cient directeur 42 au point d'abscissx = 0.
9

7.3 Resolution de kquation lireaire d'ordre 1a coe ¢ ients constants y°= ay+ b
Tleoeme 7.7
On consicere a et b deux eels,a6 0. On cherchea esoudre (E) : y°= ay+ b
b

1. Il existe une solution particulere constanté®a lequation (E) : fo:x 7! =

2. L'ensemble des solutions dgE) est obtenu en ajoutanta une solution particulere d§E) une solution

quelconque de lequation sans second memigte) : y°= ay. Ainsi, si  est une solution dg[E), elle
est de la forme :x 7! fo(x)+ ce, 2w c2 R.

9. Resoudre signi e ceterminer I'ensemble des solutions .
10. Cette solution esta retrouvera chaque fois plutét qu & apprendre par coeur.
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Exercice 7.5 Cemonstration

1. Montrer le premier point.
2.(a) Montrer que si est solution de E), alorsf = fo est solution de H).
(b) Conclure quant au deuxeme point.

Exemple7:8 : : esolution de lequation (E) : y° 6y =4.

? Cherchons une fonctiorf , constante solution de E). On a particulier f J(x) = 0 pour tout eel x.

: : . 4 2
Commef est solution de E),fo\verie alors 0 6fg =4 soit: 8x 2 R;fq(Xx) = 6 = 3

? Resolvons lequation y° 6y = 0 (lequation homogene (H) assoceea notreequation de cepart).
L'ensemble des solutionsa cette dernere est I'ensemble des faons f : x 7! ¢cé*, c2 R.

. . 2
? Les solutions de lequation E) sont donc de la forme : x 7! 3 + cePx,

Refaire I'exemple peedent cahier ferne.

Tleoeme 7:9 : Treoeme de Cauchy-Lipschitz

On se place dans les conditions du treoeme peedent.iQle plus on veutf (Xo) = Yo, @ (Xo;Yo) 2 R?,
alors il existe une unique fonctiorf solution de(E) \eri ant cette condition.

Exercice 7.7 Bemonstration
Demontrer le theoeme peedent.

Exercice 7.8 Resolution en autonomie
Determiner I'unique solution de (E3): y°=3y 6 wriant (2)=1.

7.4 Exercices

D'apes Antilles Guyane (®rie STI2D)

Onetudie la charge d'un condensateur et I'on dispose pour cela d'uireuitelectrique compo :
d'une source de tension continu& de 10V ;
d'une esistanceR de 1C ;
d'un condensateur de capacieC de 10 °F.
On note u la tension exprimee en volt aux bornes du condensateur, qui eshe fonction du tempst
exprime en seconde. Comme nous l'avons vu au cebut du chapitria fonction u est ce nie et cerivable
sur [0; +1 [ et \eri e lequation dierentielle suivante : RCu’+ u= E.

1. Justi er que lequation dierentielle estequivalentea u®+ 10u = 100.

2. On consicere qua linstant t = 0, le condensateur est cecharge, c'esta dire queu(0) = O.
Determiner l'unique solution de lequation dierentielle \eri ant ¢ etteegalie.

3. Determiner, en justi ant, les variations sur [0; +1 [etla limite en +1 de la fonctionu cetermiree
a la question peedente. Comment peut-on interpeter cesesultats ?

4. On note T le temps de charge en seconde telle quél) soitegala 95% de E. Determiner T a
10 ! pes.

5. Sans modi er les valeurs respectives de et de C, ceterminer la valeur de la esistance, note
R, an que le temps de chargel soit multiple par 2.
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N WALE Datation au carbone 14, d'apes "Les maths au quotidien”

Le bois vivant contient toujours une certaine proportion de carbwe 14, constante a travers le
monde. Lorsque l'arbre est abattu, cette proportion decrot pogressivement. En connaissant cette
decroissance, en observant la proportion de carbone 14a un tast t dans du bois, on peut alors
estimer depuis combien de temps il aee abattu et donc cetermiar globalement sonepoque d'origine.
On admet que, pour de la matere organique, la quantieN (t) d'atomes de carbone 14 en fonction du
tempst 2 [0;+1 [ exprimee en anrees \eri e lequation dierentielle :

Nqt) = 1;2097 10 “*N(t):

1. En notant Ng la quantie d'atomes carbone 14 initiale, ceterminerN (t) en fonction det.

2. En ceduire qu'au bout de 10 000 ans, il reste environ 30% des ates initiaux.

3. On appelle demi-vie, noeeT;-,, du carbone 14 le temps au bout duquel la moite des atomes se
sont esineges.
Determinera 10 ans pes la demi-vie du carbone 14.

4. On analyse des os trouwes dans une grotte. On constate qu'ilstgerdus 95% de leur carbone
14. Quel est I'ageT des os,a 100 ans pes?

Y AER D'apes Polyresie - Juin 2013 (®rie STI2D)

La grand-nrere de Theo sort un gratin du four, le platetant alorsa 100C. Elle conseillea son petit- Is
de ne pas le toucher a n de ne pas se braler, et de laisser le plat siaidir dans la cuisine dont la
temperature ambiante est suppose constantea 20.
Theo lui etorque que quand il seraa 37C il pourra le toucher sans risque ; et sa grand-nere lui epond
qu'il lui faudra attendre 30 minutes pour cela.
La temperature du plat est donree par une fonctiong du tempst, exprine en minutes, qui est solution
de lequation dierentielle : ( E)y°+0;04y = 0;8.

1. La grand-nere de Treo a-t-elle bienevalle le temps recesare pour atteindre 37T ?

2. Quelle est la valeur exacte du temps recessaire pour obtenir teetemperature ? En donner une

valeur arrondiea la seconde pes.

3. Quelle est la temperature de la cuisine ?

MV Circuit RL

Un autre grand classique des circuits electriques est le circuit dit Rgesistance-bobine et bien sar

cererateur).
Tout comme le condensateur a une capaci€, la bobine a une inductance., qui s'exprime en henry

(H) etquierie: u= L%, al i est l'intensie aux bornes de la bobine eu la tension aux bornes de
celle-ci.
1. En vous inspirant de I'exemple d'introduction, cemontrer que l&guation dierentielle \eriee par
un circuit RL est :iYt) + ?i(t) = E al E est la tensionemise par le gererateur etR la valeur

_ L
de la esistance.

2. Alinstant t = 0, l'intensie du courant traversant la bobine est nulle. En deduire I'expression de
i en fonction deE, R et L.

N WAKE Second membre du type "exponentiel-polynéme™ N

On cherchea esoudre lequation dierentielle (E) : y°=3y + (3x? + 1) &*.
La dierence principale avec les autres equations dierentielles st donc que le terme en plus entre
lequation homogene et lequation de base n'est pas une constée, mais bien une fonction !

1. Determiner a, b, c tels quefq : x 7! e (ax? + bx+ c) soit une solution particulere de (E).
2. En s'inspirant de I'exercice 5.5, ceterminer I'ensemble des solutiods lequation (E).
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N WAPE Rsolution d'uneequation dierentielle par changemen t de fonction N

Soit lequation dierentielle ( E) : y°=2y 3y2. Le but de I'exercice est de ceterminer la solutionu
de E sur R, ne s'annulant pas et \eri ant la condition initiale u(0) = 1=4.

. 1 . . :
1. Soitw : x 7! )" \eri er que w est ck nie et cerivable sur R.

2. Montrer que u est solution de E) si et seulement siw est solution de ) : y°=3 2y.
3. Resoudre ) puis en ceduire I'expression deu.

Y AL D'apes Polyresie - Avril 2006 (®rie S) N

A faire apes avoir vu le logarithme reperien

Un laboratoire de rechercheetudie levolution d'une population ammale qui semble en voie de dispa-
rition. En 2000, uneetude est e ectiee sur unechantillon de cee population dont I'e ectif initial est
egala mille. Cetechantillonevolue et son e ectif, exprine en millie rs d'individus, est approcte par
une fonctionf du tempst (exprine en anreesa partir de l'origine 2000).

D'apes le mocele devolution choisi, la fonction f est cerivable, strictement positive sur [0 ; +1 [, et

satisfait lequation dierentielle : (E) yo= %)y(s Iny):

1. Demontrer lequivalence suivante : Une fonctionf , cerivable, strictement positive sur [0 ; +1 [,

\erie, pour tout t de [0; +1 [, fqt) = %)f (1)[3 In(f (1))] si et seulement si la fonction
| ) = = 3
g=In(f)\erie, pourtout tde[0; +1 [;g{t) = 20g(t) 0

1 3

2. Determiner la solution gererale de lequation dierentielle : ( F) z0= 2—02 %:
° ° (N

3. En ceduire qu'il existe un eel c tel que, pour toutt de [0 ; +1 [f(t) =exp 3+ cexp 2t—0

(la notation exp designe la fonction exponentielle naturellex 7! €).
4. La ,condition, initlale conduit donc a consicerer la fonction f e nie par @ f(t) =

exp 3 3exp %)

(a) Justi er la phrase peedente.

(b) Determiner le sens de variation def sur [0 ; +1 [. Comment peut-on interpeter ce esultat ?
(c) Determiner la limite de la fonction f en +1 . Comment peut-on interpeter ce esultat ?

(d) Resoudre dans [0 ; +1 [ lirequation f (t) < 0;02. Comment peut-on interpeter ce esultat ?

7.5 Un mot sur lesequations dierentielles lireaires d' ordre 2

On s'ineresse dans cette section (qui est en ealie I'exercice.Z6 N) auxequations dierentielles lireaires
d'ordre 2, c'esta dire aux equations dierentielles de la forme ay®®+ by’+ cy = d, a y®est la cerivee
seconde dg, c'esta dire est la cerivee de y°. On admettra pour la partie C que comme pour lesequations
dierentielles du premier ordre, I'ensemble des solutions de ce typeequations sécrit comme la somme
d'une solution particulere et de la solution de lequation homogere assocee.

Partie A : Resolution de kquation homogne assocee
Soit (H) lequation dierentielle : ay®+ by’+ cy=0, au a, b, ¢, sont trois eels, a 6 0.
On cherche les valeurs possibles de2 R tel quef : x 7! e* soit solution de H).

1. Montrer quef est solution de {) si et seulement si est solution de lequation du second dege
ax? + bx+ c= 0 (appekeequation caraceristique assoceea H)).

2. On note le discriminant assoce au polynébmeax? + bx + c.
(a) Dans cette question uniguement, on suppose que> 0. Que peut valoir ?
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Point info

Dans ce cas,f est solution de (E) si et seulement sif est de la forme
f:x7! Ciet*+ Cre?*, au C; et C, sont des constantes a ceterminer a l'aide des
conditions initiales et ; et , les racines cetermirees peedemment. Deux solutions
a lequation caraceristique implique qu'il faut exprimer f en fonction de deux fonctions

(b) Dans cette question uniquement, on suppose que = 0. Que pewaloir ?

Point info
Dans ce casf est solution dg(E) si et seulement sf estde laforme : x 7! (Cix+C,)e*
al C; et C, sont des constantesa dceterminera l'aide des conditiongnitiales.

(c) Dans cette question uniquement, on suppose que< 0. Que peut valoir ?

Point info

Dans ce cas,f est solution de (E) si et seulement sif est de la forme
f:x7! Ciet*+ Cre?*, an C; et C, sont des constantes a ceterminer a l'aide des
conditions initiales et ; et , les racines complexes cetermirees peedemment. On el
tient une fonction deR dans R mais dont les images sont a priori complexes : co0
hein? Par combinaison, le lecteur curieux et conqierant pora montrer que f secrit
alors f : x 7! efeC DX[A cos(m ( 1)x)+ Bsin(Im( 1)x)] = g€ YxcogIm( 1)x + r), ce
qui est bien une fonction d&R dansR (avecA;B;q;r des eels >esa ceterminer via les
conditions initiales). Ouf!

Partie B : Un premier exemple d'apes Polyresie - juin 1998 (erie S)

1. Determiner ! les fonctions e nies surR solutions de lequation dierentielle (E ;) : y°% 2y%+ y =0:
2. On consicere lequation dierentielle (E 5) : y%%+ 2y%+ y = x + 3:
(a) \eri er que la fonction p ke nie sur R par p(x) = x + 1 est une solution particulere de (E).

(b) Demontrer qu'une fonction g est solution de (B) si, et seulement si, la fonctiory p est solution
de (Ep).

(c) Deduire de 1. et 2.(b) les solutions de (k)
(d) Determiner la solution gererale de (E) quierie : g(0)=1 et g40)=2:

Partie C : application au circuit RLC

La lectrice'? attentive depuis le cebut du chapitre aura compris qu'un circuit RLCest compos d'une
esistance, d'une bobine et d'un condensateur.
Dans cette partie, nous supposerons avoir a airea un montageneerie.
En n, nous noterons :
E la tension gereee par le gererateur;
u la tension aux bornes du condensateur;
C la capacite du condensateur
I l'intensite traversant le circuit;
L linductance de la bobine
R la valeur de la esistance.

1. En vous inspirant ce qui aet fait peedemment pour les cicuits RC et RL dans ce chapitre,
cemontrer que la tension aux bornes du condensateur est solutide lequation dierentielle suivante :

(E): LCy®+ RCy°+ y = E:

11. Pour cette question, il faut commencer par esoudre I' equation caraceristique assoceea ( H). Suivant , on peut alors conclure.
12. Parie!
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2. On suppose tkesormais que =2H,C=0;1F ,E =10V et R =10k

Par ailleurs, nous supposerons que le condensateur aee plablement charge par le gererateur, que
le gererateur est couppa t = 0 et que nous etudions ce qu'il se passe lorsque le condensatear s

ctecharge dans la bobine et dans la esistance ("egime libre").
Lequation dierentielle devient alors :

(H): LCy® RCy’+y =0:

(a) Montrer que (H) peut secrire : 2y%+ 10%y°+ 10’y = 0 puis la esoudre.

(b) Avec les notations de la partie A,f est donc solution de E) si et seulement sif skcrit sous la
formef : x 7! Cie ** + C,e 2%,
Il reste a ceterminer C; et C,. Or, les conditions initiales nous assurent queu(0) = E (le
condensateuretant charge) et quei(0) = 0 (la bobine n'ayant pas encore "transmis" de courant).

i. On rappelle quei = Cu® Deduire des conditions initiales queC; et C, \eri ent le syseme

suivant : §
C +GC, = 10
1C1+ G, = 0

ii. En ceduire I'expression deu en fonction du temps=. Quelle est sa limite ? Comment peut-on
interpeter ce esultat ?

13. Dans cette con guration, on parle de egime ageriodiq ue libre. Le lecteur curieux pourra consulter par exemple le lien suivant pour les autres

egimes possibles concernant le circuit RLC :  http://www.physagreg.fr/electrocinetique/ec3/EC3-rl c-serie.pdf



Chapitre 8

Espace vectoriel

Sans &étre obligatoire, il est conseile d'avoir vu le chapitre sur lesractures algbriques. Cela permettra
de mieux appehender les notions de sommes, produits, eeEmisnneutres vus ici.

8.1 Un exemple d'introduction

Le plan P est un ensemble de points gerees par deux vecteurs non codiaires. C'est ce qu'on
appelle unespace vectoriel de dimension 2. 1
NotonsT et ] ces deux vecteurs eD le point origine du plan. On parle alors de regere@;T, J).
Notons A l'ensemble des vecteurs colireaires &, c'esta dire I'ensemble des vecteurad de
coordonrees k;0), a1 k 2 R.
A est lesous-espace vectoriel du plan gree parT: on le notevect().
Geonretriqguement, A corresponda l'axe des abscisses dans le ree@;t; T).
Sid a pour coordonrees X y dans le refere O;T; ), alorstd = X'+ yj.
Ainsi, tout vecteur peut secrire commesomme (directe) suivant les vecteurd et J.
On dit alors que {; J) est unebase du plan et on noteP = veci() vec(Jj):
Sur un mockle analogue, I'espace peut €tre mocklia partir d'n espace vectoriel de dimension
3.

8.2 K-espace vectoriel

e nition 81

Un ensembleE, muni d'une somme "+" et d'une multiplication par un nombre d'un corps? K
(ereralement, le corps des eelsR ou des complexef£), est un K -espace vectoriel.

On note (E; +; x).

Exemple 8:2

C est unR-espace vectoriel.

En e et, soit z et z° deux nombres complexes.
Alors :

02C,z+2°= 2%+ zetz 2z°2 C (c'est I'aspect "on munit C d'une somme" : c'est commutatif,
il y a uneement neutre 0, tous lesekments ont un oppo)

Pour tout eels k et kK% (k + k9:z = kiz+ k®z, ki(z+ 29 = kiz+ kiZ% (k:k%:z = k:(k®z) et
1r:z = z (c'est l'aspect "multiplication par un nombre d'un corpsK", ici R : on peut multiplier,
distribuer, et il y a uneement de R qui ne modi e aucuneement de C en le multipliant,a savoir
leement neutre 1).

Remarque 83

Si on reprend l'exemple des vecteurs, on raconte simplement queuiilgy a un vecteur nul; que I'on
peut faire i+ ¥ ou ¥+ 4, c'est pareil; que la dierence de vecteurs du plan est un vectewtu plan; qu'en
multipliant un vecteur par un eel (soit multiplication simple, soit en distribuant) on obtient un autre
vecteur.

1. Vectoriel car c'est un ensemble gree par des vecteur s; de dimension 2 car on a besoin de deux vecteurs pour grer er le plan.
2. Voir le chapitre : "Quelques structures algebriques usu elles”. Ici, K = R ou K = C, c'est ce qu'il faut retenir.

48
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Autres exemples

1. Montrer que R est un Q-espace vectorielQ est-il un R-espace vectoriel ?

2. Montrer que R?, I'ensemble des vecteursa 2 coordonrees (donc les vecteurs glan), est un
R -espace vectoriel.

3.Soitn 2 N.OnnoteR" = R R :: R l'ensemble des vecteursan coordonrees eelles.
Montrer que R" est un R-espace vectoriel.

4. Justi er que I'ensemble des fonctions cerivables dB dansR est un R-espace vectoriel.

Remarques 8:4

Ainsi, les additions et les multiplications se comportent de manere narelle. C'est simplement ce
¥ qu'il faut retenir.

On remarque donc que l'on peut consicerer les fonctions cerivaldecomme desebements d'un espace
v vectoriel, donc comme des vecteurs. Pensez-y! Cela est uneesagereralisation des vecteurs, les

murs entre les domaines des mathematiques s'e ondrent comme lesirs de JEricho devant vos yeux

ebahis.

Oui, le matrematicien aime regrouper leseements par classe d'¢éts (groupe, anneaux, corps, espace-

vectoriel...) pour ensuite etudier ces classes. Pourquoi? Parceegdest fun, tout simplement.

Et beau.

Et on n'explique pas la beaut, on se contente de la savourer.

Fin de la digressior¥.

8.3 Sous-espace vectoriel

Ce nition 85
Soit A une partie incluse dan€, a1 (E; +; :x ) est unK -espace vectoriel. SA est lui-méme unK -espace
vectoriel, A est un alors unK -sous-espace vectoriel deE.

Remarque 8:6
On notera cesormais : "ev" pour "espace vectoriel” et "sev" pou"sous-espace vectoriel".

Exemple8:7
C estunQ-ev;R estunQ-ev;R C.
Donc : R est unQ sev deC.

Theoeme 8:8 : : caracerisation des sous-espace vectoriels
Soit A une partie deE. Alors :

A est un sev deE

, AB; et8@b2A%8 2K :a+hbh2Aet:a2A;

, A6 ;et8@b2A%8(; )2K?::@a+ b 2A.

Bemonstration

On va l'admettre ici : il faudrait de nir proprement les ev a partir de la notion de groupe. Mais si vous
voulez essayer, ne vous privez pas : le cemonstration a desiktudes avec celle du threoeme caracerisant
les sous-groupes.

Remarque 8:9

Ainsi, pour montrer que A est un sev dek, il sut de verierque A E, queA 6 0 (en cereral,
Oc 2 A)etquepour(; )2K?et(a;h2A?% a+ b2A.

Exemple 8:10

CommeC est un unR-ev,R est unR-sev deC.

En e et, en ekrence au treoeme peedent, on aici: A = R, E = C et K = R. Remarquons que
R C.

Or:R 6 ; (puisque 02 R)et:8(a;h 2 R%8(; )2R?::a+ b2R

3. Oui, on dit digression et non pas disgression. Je sais, j'a iee surpris aussi.
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SC[IA  Avec les fonctions
Montrer que I'ensembleD des fonctions cerivables deR dansR est un R-sev de I'ensembleC des
fonctions continues deR dansR.

Intersection et sev engende

Soit E un K espace vectoriel.

1. Montrer que tout sevE contient Og.
2. Soit A et B deux sev deE. Montrer que A\ B est un sev deE.

3. Soitn un entier naturel non nul et soit (A;)1sisn UNe famille de sev dé& (ainsi, chaqueA;, pour
16 16 n, estun sev deE). \
Montrer que A1\ A\ 1\ Ay = A; est un sev deE.
16i6n
4. N Soit A E. On note vect(A) le sous-espace vectoriel engende par A
Dit autrement, c'est l'intersection des sev dd= contenant A.
Montrer vect(A) est le plus petit sev deE contenant A.

lllustration 8:11
Si (X1;::2; Xn) est une famille de vecteurs d&, vect(xy; ::;; X,) est I'ensemble des combinaisons lireaires
de (Xq; 5 Xn).
xXn
Dit autrement, X 2 vect(Xq; i Xn), X = iXi, a1 les ; sont desekments deK .

i=1
Par exemple,veci(x;) est I'ensemble des vecteurs colireaires®;. La notation vient sdrement de h!

8.4 Application lireaire

On consicere dans toute cette partieg; +; :x ) et (F; +; :y ) deux K -ev.
Remarque 8:12

Pour cette partie, il est pekrable (en fait, tes rapidement indispensable) d'avoir travaile les notions
d'injectivie et de surjectivie (dans le chapitre 3).

8.4.1 Endo, iso and co

Ce nitions  8:13
f :E! F estuneapplication lirreaire deE versF (on notef 2L (E;F)) lorsque :

8(x;y) 2 E2;8(a;b 2 K2 f (ax + by) = af (x) + bf(y):
Sif :E! E,f estappekendomorphisme .
f :E! F est appekisomorphisme sif est lireaire et sif est bijective (i.e. injective et

surjective®).
On parle dautomorphisme quandf esta la fois un endomorphisme et un isomorphisme.

Exemple 8:14
Les fonctions lireaires cecouvertes au colege sont des exetap d'applications lireaires.

exemple pe@denta &emontrer et un bonus

1l.Soita2 Retf,: R! R;x 7! ax. Montrer que f, est un endomorphismef, est-elle un
automorphisme ?
2. Montrer queg: R?! R;X =(x;y) 7! x + y est une application lireaire. Pourquoi ne peut-on

pas parler d'endomorphisme ici?
6

4. i.e pour tout i entier dans [1; n], A; est un sev deE.

5. Voir chapitre fonction de eérences.

6. Attention,a la deuxeme question de la question 1, lar eponse n'est pas que oui! Par ailleurs, pour la question 2, il faut comprendre qua un
vecteur X du plan de coordonrees ( x;y), on associe la sommex + y de ses coordonrees. Dit autrement : 8X 2 R%;X =(x;y): g(X)= x+y.
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8.4.2 Noyau et image

Ce nition  8:15

Soitf :E ! F une application lireaire.

Son noyau, not ker(f) , est I'ensembl€ desx 2 E tels quef (x) = 0 (on peut en quelque sorte voir
cela comme l'ensemble des aneedents depar f).

Son image, noelm(f) , est I'ensemble des valeurs prises pa(x), a x 2 E.

Exemple 8:16

Sif :x7!3x,ker(f)=0(eneet, f(x)=0, x=0)etIm(f)=R.

Pourg:(x;y) 7' x+vy,Im(g)= R

et ker(g)= f(x;y) 2 R R telquey = xg (en eet, pour X =(x;y), X 2 ker(g), g(X)=0,
Xx+y=0, y= Xx).

Ainsi, le noyau deg est la droite dequation y = x. Remarquons que cela corresponda une fonction
lireaire vue au colege... C'est dingue!

Remarques 8:17

On peut d'ores et cep armer que Kker(f) est recessairement non vide.
“Eneet, f(0)=f(0 0)=0 f(0) par lirearie.

Doncf (0) = 0 c'esta dire que I'image de 0 parf est O.

Donc 02 Kef (f), et ce pour toute application lireaire.

En toute rigueur, lecriture dans le point ci-dessus n'est pas safaisante. En e et, lorsque I'onecrit
¥ 0, ce 0 peut signi e dierentes choses.

Dans l'exercice &, on consicerait par exempleE = R2 et F = R.

Dans ce cas, = (0;0) etOr =0.

En toute rigueur, il faudrait doncecrire la justi cation du point preedent ainsi?® :

"f(Og)=f(Ok Og)=0g f(Og) par lirearie.

Doncf (Og) = 0 c'esta dire que limage de @ par f est (.

Donc (= 2 Kef (f ), et ce pour toute application lireaire.”

La con position

SoientE; F; G trois K espace vectoriel. Soit 2L (E;F) etg2L (F;G).
Montrer que Ker (f) Ker(g f)etquelm(gof) Im(g). 9

Remarque 8:18

D'un point de vue raisonnement et compehension des notations, Xercice peedent est fondamental. Il
est donc imperatif de savoir le faire et de le comprendre. Preneztwe temps, ne soyez pas press, remplacez
les e nitions, regardez ce que vous cherchez et la \erie naf.. Ainsi que la ere d'avoir eussi.

Tleoeme fondamental 8:19
Soitf 2L (E;F). Alors :

1. f estinjective, ker(f)=fOgg.
2. f est surjective, Im(f)=F.

Remarque tout aussi fondamentale  8:20

Attentiona ce theoeme qui, fort utile en pratique, a un aspect fallacieux : il n'est vrai que pour les
applications lireaires et faux a priori pour les autres fonctions'!

Prenons par exemple la fonction exponentielle. Elle est bijective d dans ]0;+1 [. Elle est donc en
particulier injective. Maisca n'a pas de sens de parler de "noyau" pggu'elle n'est pas lireaire ! Par ailleurs,
remarquons que la fonction exp ne s'annule jamais (donc il n'existecaun eel x tel que f (x) = 0) malge
son injectivie.

Bref, prudence et n'oublions pas le cadre dans lequel nous travaikprgui est celui des applications
lireaires .

7. Ker vient de "Kernel" qui en allemand signi e noyau.

8. Pourquoi ne pas l'avoir fait directement alors? Simpleme nt pour que vous compreniez l'icee globale, sans toutefois vous noyer sous les
notations.

9. Rappel : g f :x 7! g(f (x)).
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Exercice 8.6 Bemonstration

La deuxeme propree est une congquence de la ce nitionde la surjectivie. Pour l'autre :
1. Montrer que pourf 2L (E;F), f(Og) =0f.
2. Montrer le sens direct.
3. Montrer le sens eciproque (En montrant par exemple quef:(x) = f (x%) x = x9.

Appiication

Soitg: R2! C;(x;y) 7! 3ix, au R? et C sont consicees comme deuxR-ev et ai i est le nombre
complexe tel quei? = 1.

1. Montrer queg 2 L(R?;C).
2. g est-elle injective ? surjective ?

10

Proposition 8:21
Soitf 2L (E;F)

1. Si A est un sev deE, alors f (A) = ff (x): x 2 Ag est un sev deF. !
2. SiB estun sevdd, alorsf }(B)= fx 2 E;f (x) 2 Bg est un sev deE. ?

Exercice 8.8 Bemonstration
A l'aide de la carackrisation des sev (voir treoeme 6.8 dans la paie 3 de ce chapitre), cemontrer
ces deux propositions.

Applcator

Soith 2 L (E; F). Montrer que ker(h) est un sev deE.

8.5 Sommes des sev

Soit E un K-ev et A, B deux sev deE.

(e nitions et notations 8:22
A+B=fx2E:9@ab2A B:x=a+ bg Dit autrement, la somme des seW et B est

I'ensemble desekments deE pouvant secrire comme la somme d'unebement deA et d'unekement
deB.

On dit que A et B sont ensomme directe , et on noteA B, quandA\ B = fO:Q.

A et B sont dit suppémentaires lorsqueA B = E.

Tleoeme 8:23
A et B sont en somme directe si et seulement si pour tout2 A + B, il existe un unique couple

“(a;h2 A Btelqguex=a+h
A et B sont suppkmentaires si et seulement si pour tout 2 E, il existe un unique couple ;b 2
A Btelquex=a+h

Bemonstration
Admise pour ce cours mais que rien ne vous empéche de la chercher :-

Remarque 8:24
Comme en emoignera la n de lI'exemple suivant, ce threoeme peutonstituer un sace gain de temps!

Exemple 8:25
A = veci(1;0) et B = vect(0;1) erient A B = R? et sont donc suppementaires.

? En e et, soit (x;y) 2 R2. Alors (x;y)= x (1;0)+y (0;1) donc k;y) 2 A+ B.

10. Il s'agit d'uneegalie d'ensemble, qui se montre bien  par une double inclusion. Dit autrement, il faut montrer que que ker(f) f Ogg puis
que fOgg ker(f). Par ailleurs, voir chapitre "fonctions de e&rence" p  our les & nitions d'injectif et de surjectif.

11. Onnote aussi : f(A)= fy2 F;9x 2 A:f(x)= yg

12. Onnote aussi : f 1(B)= fx2 E;9y 2 B : f(x) = yg.
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Donc:R2 A+ B.CommeA+B R2? A+B=R2

? Il resteaerier que A\ B = f0Og2 =(0;0)0.
CommeA\ B sev deR?, (0;0)2 A\ B (voir exercices peedents).

Reciproquement, siz2 A\ B alors il existea2 R tel quez = (a;0) et il existeb2 R tel que z = (0; b).
Ainsi : (a;0) =(0; b). Donc:a=0et b=01i.e. z=(0;0).

Donc:A\ B f Og2g. (Oui, fOg2g= f(0;0)g : c'est le m&me objet noe dieremment).

Donc : A\ B = f0r20.

? Conclusion :A B = RZ2

? Variante Si (x;y) 2 R? alors (x;y) = ( x;0) + (0; y). Par unicie de la cecomposition, A B = R?Z.
Fin de la &mo : c'est cool, hein? A noter que c'est I'exemple d'introduin!

Exercice 8.10

Determiner de méme trois sevA, B, C deR3 tels queA B C = R3

8.6 Exercices

N RkE Un facile pour commencer

DansR?, que peut-on dire de vect(1;0) et de vect (2;0)? 13

DE RNV Sur les sev

Soit G I'ensemble des fonctions constantes d® dansR et F I'ensemble des fonctions dB dansR
s'annulant en 0. Montrer queF et G sont deuxR-sev de I'ensemble des fonctions d® dansR.

NG REE Sur lesequations dierentielles... Et oui !

Soit a 2 R?. On consicere lequation dierentielle ( H) y°= ay.
Montrer que lI'ensembleB des solutions de ) est un R-sev de I'ensembl® des fonctions cerivables
de R dansR.

N RP Sur les applications lireaires

1. Soitf :R! R;x 7! In(x?+1).
(a) f est-elle lireaire ?
(b) Determiner les aneedents de 0 parf. f est-elle injective(Attention, pege !) ?

2.(a) Montrer queg:R3! R?(x;y;2) 7! 2x+y z;x y+32) est une application lireaire.
(b) Determiner le noyau de g. g est-elle injective ?

3. Soith:C! R?z=x+iy 7! (x;y). Montrer que h est un isomorphisme.

14
NN Applications lireaires, noyau, image
SoientE, F, G trois K-ev,f 2L (E;F),g2L(E;F), h2L (F;G).
On notef + g l'application quia touteement x 2 E associef (x) + g(x) 2 F.
Montrer que :
1.Im(f +g) Im(f)+ Im(g).
2. Ker(f)\ Ker(g) Ker(f + g).
3.NKer(f)=Ker(h f), Imf \ Ker(h)= fO0Q.
4. NImf + Kerh =F, Im(h f) Im(h).
15

13. Enn, facile... Il faut relativiser, hein! Facile par ra  pport aux clicates notions vues dans ce chapitre.

14. Ainsi, la question 3 revienta montrer qu'associer un po inta son axe complexe oua ses coordonrees eelles est  equivalent, ce qui n'est
somme toute glereetonnant.

15. La cemonstration du sens eciproque de la question 4 es t particulerement celicat. Il faut connatre l'astuce , qui consiste, en milieu de
cmonstration d'une des inclusions,aecrire  y uneementde F commey = f(x)+y f(x)etajustierque f(x)2 Imf ety f(x)2 kerh.
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NN Sur les espaces en somme directe

Soit A = f(u;w) 2 R2:2u w =0getB = vec(1;1). Le but de I'exercice est de montrer que
A B =R2

1. Montrer que A est bien un sev deR?, comme noyau d'une application lireaire bien choisi.

2. On va faire un raisonnement par analyse synthese.

(a) Analyse . Supposons que pourx{y) 2 R?, il existea2 A etb2 B tels que k;y) = a+ b
Exprimer alors a et b en fonction dex et y.

(b) Syntlese . Montrer, en utilisant la question peedente, queA + B = R?.
3. Montrer que A et B sont en somme directe et conclure.



Chapitre 9

Polyndmes

9.1 Exemple d'introduction

Soitf :x 7! x2+3x 7etg:x7'x® 4 deux fonctions ¢ nies surkK, as K estR ouC.
f et g sont desfonctions polyndmes , de dege respectif 2 et 3.
On remarque que :

f + g est une fonction polynbme de dege 3.

f est une fonction polyndbme de dege 2 pour tout 6 0.

fg est une fonction polynbme de dege 2 + 3 =5.

8x2R;g(x)=(x 3)f(x)+16x 25 soitg= gf + r avec le dege der strictement inkrieur !

au dege def .

9.2 Dege d'un polynéme

Ce nition 91

On note K [X ] I'ensemble des polyndbmesa coe cients dan¥ a une incetermiree ( X).
Soit A 2 K[X].

1. SiA =0, alc>J(rs on posedegA) = 1

2. Sinon,A = a, X ¥, avec au moins un desy 6 0.

k2N
On appelledege de A l'entier naturel noe degA) et ce nie par . degA) = maxfn2 N :a, 6 0g:

Les (&) sont lescoe cients de A et ageqa) €St soncoe cient dominant

Exemple 9:2

1. A = 3X%+7 est un polyndbme de dege 4 deR[X]. Ici, A = a,X*+ azX 3+ a,X?2 + a; X1 + apX 0,
avecay =3, az = a, = a; = 0 et ap = 7 (qui sont bien des eels) (rappel :X° = 1). Le coe cient
dominant? est donc 3.

2.B =(2+3i)X2 X +3 estun polyndbme de dege 2 deC[X], aveca, =2+3i;a; = 1leta =3
(ce sont bien des complexes). Remarquons par ailleurs que 2 C[X].

Proprees diverses  9:3

Soit A et B deuxekments deK [X].

1. A+ B 2 K[X] et® degA + B) 6 max(degA); dedB)).
De plus, sidegA) 6 degB), degA + B) = max(degA); degB)).

2. Soit 2 K [))((]. Alors A 2 KQ(]. De plus, si 60 alorsdeg A ) = degA). Sinon,deg A )= 1

3. SoientA = aXketB = h X X.
k2N k2N
X xXn
Onaénit C= AB commeC = c XX, tel gue pour tout entier natureln, ¢, = ach, «.
n2N k=0

Alors : C 2 K[X] etdegC) = degA) + degB).

1. C'est dingue, on jurerait voir une division euclidienne !
2. Finalement, ce coe cient dominant est le nombre eel ass océ au monéme ( X ") de plus grand dege.
3. max (deg(A); deg(B)) est le dege maximal entre celui de A et de B.
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Cemonstration partielle

1. Determiner deux polyndmesA et B tels quedeg A + B) < max (degA); degB)).
2. Demontrer la proposition 1.
3. Demontrer la proposition 2.
4. SoitA = X2+3X 7,B=X3 4etC=AB.
x4
Montrer que ¢, = ahy = agly + atbs + i+ aghy.
k=0

Montrer que (K[X];+; :A) est un K -espace vectoriel, @A 2 K[X].

9.3 Division euclidienne
Soit (A;B;C) 2 K[X 3.

Ce nitions 94

A est undiviseur deB (on note AjB)
, B estunmultiple deA

,9 L2KI[X]:B =AL.

Exemple 9.5
SoitB =(X 1)(X 2).AlorsA=(X 1)estundiviseur* deB et B est un multiple deA.

Quelques propréesa montrer

1. SiA divise B et B 6 0 alors degA) 6 degB).
2. Soit (A;B) 2 K[X]?. AjB, BjA, Illexiste 2 K?telqueB = A.
Dans ce cas, on dit qué et B sont assoces.

Tleoeme  9:6 : : Division euclidienne (admis)

SupposonsB 6 O x;. Alors : Il existe un unique couplgQ; R) 2 K[X]? tel que
A = BQ + R et tel quedegR) < deg(B).

Exemple 9:7

Dans I'exemple d'introduction : X3 4=Q(X2+3X 7)+R,avecQ=X 3etR=16X 25.

Pour trouver Q et R, il faut poser la division, comme cela se fait avec les entiersa lecofgimaire.

A = X3 4estledividendeB = X2+3X 7 le diviseur. Il faut commencer par se demander par quelle
puissance deX gventuellement accompagree d'un coe cient) multiplier B pour obtenir la plus grande
puissance deA.

Ici, le coe cient dominant de A est X 3, celui deB est X 2 : il faut donc multiplier B par X pour faire
apparatre X 3. Notons cesormaisQy, = BX etRo= A Qo.

On recommence alors l'operation : cette foisR, est le dividende etB est le diviseur. On continue tant
gue le dege deR; n'est pas strictement inerieura celui deB. C'est somme quelque chose de tes similaire
a l'algorithme d'Euclide (vu en 3¥M¢ et TS-specialie maths). La division pose est :

Ligne obtenue en faisant { X3 4 | X2+3X 7
X(X2+3X 7) (X3  +3X2  7X) X 3
X3 (X3+3X2 7X) | 3x2 47X 4
etc... ( 3X?2 oX  +21)
16X 25

4. lci, L =X 2.



9.4. RACINES D'UN POLYN OME 57

Exercice 9.4 Exemple et corollaire

1. E ectuer la division euclidienne deA = X% +4X4+2X3+ X2 X 1parB=X3? 2X +3.
2. Demontrer le corollaire suivant : "BjA , Le reste de division euclidienne dé& par B est nul."

9.4 Racines d'un polyndme

Ce nition  9:8

SoitA2 K[X]; 2K;k2 N. On dit que :

1. est une racine deA quand (X )jA.

2. est une racine d'ordre au moin& de A quand (X KA.

3. est une racine d'ordrek quand deA (X KA et (X )¥*1 ne divise pasA. Dans ce cas, Si
k> 1, estuneracine multiple (sinon, racine simple ). k est lamultiplicie  de

4. Pour k = 2, on parle de racine double; pouk = 3, on parle de racine triple.

Exemple 9:9

SoitA=(X 1)3(X 2). Alors 2 est une racine simple et 1 est une racine triple.
Remarquons que 1 est une racine d'au moins deux puisqde (1)? diviseA (A = (X 1)(X 1)(X 2)):

Souvenir de colege

Montrer que 1 est une racine double d& = X2 +2X +1.

Notation 9:10
On notera dans ce chapitreX la fonction polynbme assoceeaA.

Exemple 9:11
SiA=3X2 7,alorsA:R! R;x7!3x?> 7.

Proposition 9:12
Soit A 2 K[X]. Alors: estuneracinedeA, A( )=0.

Exercice 9.6 Souvenir de premere

Determiner les racines (et leur multiplicie) de C =6X? 23X +21, a C 2 C[X].

Exercice 9.7 Bemonstration
Demontrer la proposition peedente. 5

Proposition 9:13
est une racine d'ordrek de A, Il existe B 2 K[X] tel queA = (X )¥B et tel queB( ) 60.

Exemple 9:14

P=X3+2X2+ X = X(X2+2X +1)= X(X2+1). Alors 1 est une racine double d® puisque
(X +1)2jP etX( 1)= 160.

Exercice 9.8 Cemonstration

1. Bemontrer le sens direct, en utilisant un raisonnement par I'abgde pour justi er que B( ) 6 O.
2. Montrer le sens eciproque.

5. Pour cemontrer le sens eciproque, on pourra pensera f aire la division euclidienne de A par (X A) etetudier le reste.
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Tleoeme 9:15
Soit A2 KIXLn2 N? (45 n) 2 (N (agsiisan) 2 K", & 8 g es quei 6 j. Alors :
Y

(X &) "JA, Pourtouti, a est une racine d'ordre au moins ;.
i=1

Exemple 9:16
SoitA = 2592+172& +1994X2 600K 560X 4+16X°+56X°8+8X 7 =8(X +3)4X 1)(X 2).
Alors (X +3)?(X 1) divise A. Donc 3 et 1 sont des racines d'ordre au moins 2 et 1 (en ealie 4 et

1).
Exercice 9.9 Bemonstration
Le sens direct est imnediat. Faire la eciproque par ecurrencesurn 2 N”.
Corollaire 9:17
Soit A 2 K[X], (az;:::; &) s racines distinctes deA d'ordre au moins( i;:::; s). Notons le coe cient
dominant deA et n = degA).
X &
Sin= i alors A = X &)
i=1 i=1
Exemple 9:18

Dans I'exemple peedent, le polyndbme X +3)%(X 1) avait pour dege 36 degA) = 7.

En revanche, si on consicere le polynébmeX(+3)4(X 1)(X 2)? qui divise A alors 1+ ,+ 3=
4+1+2=7= dedgA).

Comme le coe cient dominant de A (le coe cient devant la plus grande puissance dé\) est 8, alors
A=8(X +3)4X 1)(X 272

SCIRC MO [=2monstration
YS
D'apes la proposition peedente, il existe B 2 K[X]telqueA=B (X &) .

i=1
En determinant le dege de B, conclure.

Corollaire fondamental 9:19

Un polynéme non nul de degen admet au plusn racines compees avec leur ordre de multiplicie. En
particulier, si un polyndbme de dege inkrieur ouegala n possden + 1 racines alors ce polynéme est nul.

Exemples 9:20

X?2+1 est de dege 2 et admet O racine. La somme des multiplicies deagines est inkrieur au dege
¥ du polynébme.

X2+ 2X +1 est de dege 2 et admet une racine de multiplicie 2. La somme deswultiplicies des
¥ racines estegal au dege du polynébme.
X2 1 estde dege 2 et admet deux racines de multiplicie 1. La somme slenultiplicies des racines
estegale au dege du polynébme.
Si I'on consicere un polyndbme de dege 2, on sait que I'on peut traeer 0, une ou deux racines.
¥ Autrement, si I'on trouve 3 racines ou plus, c'est qu'il s'agit du polyame nul.
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9.5 [ecomposition sur R et sur C

951 SurcC

Tleoeme 9:21 : : teoeme de d'Alembert Gauss (admis)
Tout polynbme complexe non constant possede au moins uraeine.

Theoeme 9:22 : : corollaire du peedent
YS

Tout polyndme complexe est scince s i.e. si P 2 C[X]alorsP skcrit sous la formeP = X &)'.
i=1

Remarque 9:23
Cela est faux surR : en e et, le polyndbmeX ? + 1 n'est pas scince® sur R mais I'est surC :
(X2+1=(X )X +1).

9.5.2 SurR

Tleoeme 9:24 : Theoeme de factorisation sur R (admis)
Soit P 2 R[X]. Alors :
Y Y
P(X)= (X a)' (X?+hX+g)!,avec ;=K 4g <0
i=1 j=1
Interpetation  9:25
Ainsi, dans R[X], tout polyndbme de dege superieur ouegala 3 est cccompsable en un produit de

polyndbmes de dege 1 et de dege 2. Les polyndbmes de degm@ sont cecomposables en polyndbmes de
dege 1 que si le discriminant assoce est sugerieur ouegala 0, i.e. s'ils admettent des racines dari3.

Remarque 926

Finalement, on peut toujours cccomposer dan€[X] (pour les polyndbmes de dege au moins 2) car |l
est toujours possible de trouver des racines (si I'on pensea las@ution desequations de dege 2, on peut
toujours trouver une solution dansC), ce qui n'est pas le cas danR.

N Exemple

1. Enecrivant z sous sa forme exponentielle, esoudre dai lequation z* = 1. Conclure quant
a une factorisation deX 4+ 1 sur C.

2. Enremarquant queX*+1= X*+2X?2+1 2X?2, proposer une factorisation de&x 4 +1 sur R. ,

9.6 Exercices

Exercice 9.12

Factoriser dansC[X ]

1. X6+27.
2. X" 1, a1 n2 N7 (les racines sont appekes racine$® de l'unie).

Exercice 9.13

Determiner le complexeatel queP = X4 X +aetQ= X2 aX +1 aient deux racines communes
distinctes. 8

Exercice 9.14

Determiner la valeur de d telle que le polyndbmeP (X) =2X3 X2 7x+ d2 C[X] possdent deux
racines dont la somme estegalea 1.

6. En e et, sinon il existerait 2 R tel que soit une racine de X2 +1,ie.telque 2+1=0soit 2= 1.
7. Pour la question 2, pensez aux identies remarquables.
8. Pensez que I'on peutecrire Q comme Q(X)=1(X b)(X «c)avec b6 c puisque Q a pour coe cient dominant 1 et deux racines distinctes.
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Exercice 9.15

N Soit P un polynéme deR[X ] de fonction polynomialef assocee periodique (c'esta dire gu'il existe
un eel T tel que pour tout eel x, f (x + T) = f (x)).
Montrer que P est un polynbme constant. 9

NG Lierer, criver

X
Soit A = a X k.
k=0
X
On appellepolyndbme arive de A le polyndbme noe A° e ni par A= ackX k1
k=1

1. SoitP = X3+3X2 2X 7. \erier que la ¢k nition du polyndbme cerive est coterent a vec la
cerivee usuelle deP.

Par commodik et par manque de place, on admettra pour lesagiions suivantes que tout ce
que lI'on connat de la cerivation fonctionne de la méme nreere ici (produit, primitive
notamment).

2. NPourk 2 N?,onnotek! =k (k 1) :: 2 1lafactorielle dek (se lit aussi 'k factoriel").
%) b9 (q)
=0 k!
3. Demontrer le treoeme suivant, permettant de caraceriser I'ordre d'une racine d'un polyndbmea

l'aide de la cerivation :
Soit P 2 K[X] de degen> leta2 K. Alors :
a est une racine d'ordren deP , P(a)= PYa)= ::= P (@) =0 et P(M(a) 6 0.

Exercice 9.17

Soit P et Q deux polyndmes de&K[X ] tels queP|Q.
Est-ce queP§Q°?

Demontrer la formule de Taylor : Pour a2 K, P(X) = (X ak.

10

9. Indication : consicerer le polyndme Q(X)= P(X) P(0).
10. La formule de Taylor de cet exercice esta rapprocher de | a formule de Taylor avec reste inegral (chapitre 4).



Chapitre 10

Espace vectoriel en dimension nie

Avertissement : il est imperatif d'avoir travailler le chapitre "espace vectoriel” avant ce chapitre.

Dans tout le chapitre, on noteraE un K -ev.

10.1 Introduction ggonetrique

Une droite est unespace vectoriel de dimension 1 (sachant que dans un ev, unekment
passe recessairement par l'origine, il faut et il sut un seul vectar pour ce nir une droite). On
l'associeaR.

Un plan passant par @2 = (0; 0) est un espace vectoriel de dimension 2 (deux vecteurs sent
et sont recessaires pour ¢ nir un plan). On l'associeaR?.

Le lecteur perspicace aura devire : I'espace tel que nous le regamtons (contenant Qs =
(0; 0; 0)) est un espace vectoriel de dimension 3. On 'associRa.

Dans l'espace de dimension 3, un plan passant pa: st un sous-espace vectoriel de dimension
2 et une droite passant par Q: est un sous-espace vectoriel de dimension 1.

En n, deux vecteurs non colireaires sontegalement appekesecteurslibres .

A titre d'informations, une droite ne passant pas par l'origne est un espace ane (c'est
evidemment lea la & nition d'une fonction ane!) et ¢ ette notion se gereralise pour les espaces
vectoriels de dimension 2, 3, 4... Toujoursa titre d'infomations, I'espace vectoriel de dimension 4

est appek "hyperespace".

SCIl- VNN Au fait...
..a quoi correspond un espace vectoriel de dimension nulle ?

10.2 Base

Be nition 101
Soit n un entier naturel non nul.
Soit (e;; ::1; &) une famille dekments de E.
SIiE = Vecle; :;;&), alors (e;::1; &) est unefamille greratrice  deE.
Dit autrement, touteement de E peut s'exprimer comme combinaison ligeaire desef; :::; &)).

hd
Si, pour tout ( ;5 n) 2 K™, k& =0g) 1=::= =0k ,alors (e;::; &) estune
k=1
famille libre deE.
Dans le cas contraire, c'est uné&amille lee
Une famillea la fois libre et gereratrice de E est unebase de E.

Remarques 102

|
Bappelez-vous, dans l'espace, pour que trois poirks B et C e nissent un plan, il faut que AB et
“ AC soient des vecteurs non colireaires (donc libres). Cela induit que I'ppeut exprimer tout autre

vecteur en fongtion de ces deux-h.
Dans cas, AB; AC) est une famille de deux vecteurs du plan ce nissant une base de pla
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Pour qu'une famille de vecteurs soit une base en geonetrie, il faudonc que les vecteurs ne soient
¥ pas colireaires et que I'on puisse exprimer tous les autres vecteers fonction des vecteurs de cette
famille.
Pourquoi parler alors de familles libres et non de vecteurs colireag® En fait, la notion de "vecteurs
colireaires" est propre a la geonetrie. Or nous avons vu dans lechapitre sur les ev que ceux-ci
pouvaient tre tes vares, avec par exemple des ev de fonehs. Pour ceux-ci, la racine "colireaire"”
(qui partage une méme ligne) n'aurait aucun sens. Le terme gnque qui a alors ek choisi est
"libre", ce qui doit étre compris comme "deux vecteurs de la familleensont pas proportionnels, donc
ne cependant pas, des autres de la famille”.

Exemple 10:3
? B =((1;0);(0; 1)) est une base deR? (elle est appeke base canonique).
? En eet, pour touteement de R?, c'esta dire secrivant sous la forme @;b), on peutecrire que

(a;b) = a(1;0) + b(0;1). B est donc une famille gereratrice deR?.

? De plus, soit et telsque (1;0)+ (0;1)=0g2=(0;0).
Alors : (0;0)=( ; ).Donc: =0= .

Donc : la famille ((1; 0} (O; 1)) est libre.

? B est donc gereratrice et libre deR? : c'en est donc une base.

SNyl Exemples

1. Donner un exemple d'une famille de cardinal 2 d@? (c'esta dire comportant deux eements)
qui ne soit pas une famille libre.

2. Determiner une base deR?® (autre que la base canonique ((1;0;0), (0;1;0), (0;0;1))).
3. Justi er que (1;X; X ?;:::; X ™) est une base de I'espace vectoriel des polynébmes de dege as plu

n.
Treoeme 104
xn
(e1;::;€,) estune base d& ,8 X2 E, 9! ( 1;:i5; n)2K":x= K.
k=1
SCI GO C=monstration
1. Bemonstration du sens direct.
xn
(a) Soit x 2 E. Justi er de I'existence d'une famille ( 1;::;; ) 2 K" telle quex = K€
k=1

(b) En utilisant le caracere libre de (e;;:::; €,), dmontrer l'unicie d'une telle famille.
2. Demonstration du sens eciproque.

(a) Justi er que (ey;:::; &) est une famille gereratrice.

(b) Justi er que (ey;:::; &) est une famille libre et conclure.

Remarque 105

( 1;::5; n) sont lescoordonrees de x.
Pensez aux coordonrees dans le cube. Une fois que les vecteertacdase sont choisis, les coordonrees

de chacun des sommets sont uniques. C'est ce que raconte cetme.

Exercice 10.4

Determiner les coordonrees du polyndbmeX® 2X2+7 4X dans l'espace vectoriel des polyndmes
de dege au plus 5 muni de la base canonique;; X 2; X 3; X 4; X ).
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10.3 Notion de dimension nie

Ce nition  10:6
E est dit de dimension nie si E possde une famille gereratrice nie.

Tleoeme (admis) 107
De toute famille gereratrice nie de E, on peut extraire une base d&.
Toute famille libre d'un ev E de dimension nie peut étre copkete en une base deE.

Be nition/Proposition 108

Soit E un ev de dimension nie.
SiB et B%sont deux bases d&, alors! card(B) = card(B9.
Ce cardinal commun est appekeimension de E et est noe dim(E).

Exemple 109
((1;0); (0; 1)) est une base ddk? et est de cardinal 2 :R? est donc de dimension 2.

((1;0;0); (0; 1; 0) est une famille libre deR3, compktable en une base (la base canonique).
((1;0;0); (1; 1;0); (0; 1; 0); (0; 0; 1)) est une famille gereratrice deR 2, dont on peut extraire une

base (la base canonique, b encof®

ROl Autres exemples

1. Donner la dimension d&C commeC-ev puis commeR -ev.
2. Donner la dimension de lI'ev des polyndbmes de dege inerieurs egala n 2 N (non, ce nest

pas n!).

N A partir d'ici, ce n'est plus la m&me limonade! On passe a #ibstrait. Le cours est cepouile comme
peut I'&tre un cours dans le superieurA vous de faire I'e ort de comprendre. Penseza la geonetie dans

I'espace et cherchez vos propres exemples.

10.4 Dimension et application : une ®rie de tlreoemes (t es) utiles

Treoeme (admis)  10:10

Soit n un entier naturel non nul.
Soit E un espace vectoriel de dimension nie dorB = (ey;:::;€,) est une base.

Alors toute famille libre deE a un cardinal inerieur ouegala n.

Corollaire 10:11
Soit E un espace vectoriel de dimension ni@ dont F est une famille libre.

Alors : card(F) = n, F estune base d&.

NN [Emonstrations par l'absurde

1. Montrer le lemme suivant : "SoitF une famille libre deE et soitu 2 E. F [f ug est encore une
famille libre de E si et seulement su 2 vect(F)."

2. A l'aide de ce lemme et du treoeme peedent, cemontrer le caollaire.

Remarque 1012
En esune, une famille libre d'un ev de dimension nien a au plusneements, avecegalie si et seulement

si cette famille est une base.

Treoeme 10:13
Si E estunK -ev de dimension nie, alors toutsev F deE est aussi de dimension nie edlim(F) 6 dim(E).

De plus :dim(F) = dim(E), F =E.

1. card(B) est le cardinal de B, c'esta dire le nombre deéments de B.
2. Quelle originalie, c'est dingue'!
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Treoeme 1014
Soit E un K -ev de dimension nie etF un K -ev.
f :E! F estunisomorphisme F est de dimension nie etdim(E) = dim(F).

Tleoeme 10:15: : existence du suppémentaire L
Soit E un K-ev de dimension nie etA un sev deE. Alors il existe B, sev deE, telque :A B = E.
En particulier, on a alors dim(A) + dim(B) = dim(E).
De plus, si(ey;:::;; &) est une base d& et (€,.1;::};&) une base de3,
alors (er;::;; 6; €415 15, &) est une base d&.

Tleoeme 1016 : Formule de Grassman 3
Soit A et B deux sev de dimension nie dé&.
Alors A+ B et A\ B sont de dimension nie etdim(A + B) = dim(A) + dim(B) dim(A\ B).

GV =monstration
1. Montrer qu'il existe C sev deA tel que dli_m (A) = dim(A\ B)+ dim(C).

2. Montrer queB+ C= A+ B puisqueB C= A+ B.
3. Conclure.

Exercice 10.8

La lectrice courageuse pourra cemontrer les autres treoees de cette partie.

Exemple 10:17
Comme je suis pas drélement sympa, voici un exemple.
On se place dans l'espace assoceda= RS3.
¥ A = vec{(1;0;0); (2;1;0)] est une famille libre deE, correspondant au plan de vecteurs directeurs
¥ (1;0;0) et (2;1;0). Son cardinal est de 2 et est inkrieura la dimension d&, qui est 3.
On peut compkter A avecB = vect((0;0; 7)). Dans ce casA et B sont en somme directe dank.
¥ Comme (1;€) =((1;0;0);(2;1;0)) est une base d& et que (e3) = (0;0;7) est une base d8, alors
(e1; €;€3) = ((1;0;0);(2;1;0));(0;0; 7) est une base d&

10.5 Rang d'une application lireaire
Dans cette partie, on consicere une applicatiom 2 L (E; F).

Ce nition  10:18
Lerang def est la dimension ddm (f ), quand cette dernere est nie.

E Kl Proposition N

Montrer que siE ou F est de dimension nie, alord est de rang ni etrg(f) 6 dim(F).

Theoeme fondamental 1319 : : formule du rang
Soit E un K ev de dimension nie.
Sif 2L (E;F), alorsdim(E) = dim(ker(f)) + rg(f).

DE (OO > monstration

1. Commercons par montrer le lemme suivant :

"Soit G un sev suppkmentaire deker(f) dansE alors : G ! Im(f);x 7! f(x) est un
isomorphisme".
2. Conclure. 4
3. On pourrait noter letonnante similitude qui existe ent re cette formule et celle de la probabilie de l'union vue au  lyee.

4. Attention, pour la cemonstration du lemme, il faut (bri evement) justi er I'existence d'un tel suppementaire.
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Remarque 10:20

Que raconte au fond ce theoeme ? Lorsque I'on travaille en dimeims nie, le noyau d'une application
lireaire ® a pour suppementaire G, qui est isomorphea l'image de application lireaire.

Unekment de E peut donc secrire comme somme d'uneement du noyau de et d'uneement de lI'image
f . Grosserement, soit vous &tes dans le noyaiudr(f )), soit vous etes dans I'ensemble desekments ampue
du noyau (G).

Exercice 10.11 aldsliiezilely
Soit D : Ry[X]! Ry[X];P 7! P°l'application quia tout polynbme de dege au plus n associe le
polynbme cerie.

Montrer que Im(D) = R, ([X]. 6

Tleoeme 10:21 : : caracerisation des isomorphismes
Soit E, F deuxK -ev de dimension nie,f 2 L (E;F). On suppose de plus queim(E) = dim(F).
Alors : f est injective, f est surjective, f est bijective.

SCI(e (IO > monstration
Montrer que : f est injective) f est surjective) f est injective.

Remarques 10:22

C'estevidemment faux en dimension in nie ou SiE et F non pas méme dimension!
¥ Par exemple, soitf : R2! R;(x;y) 7! x. f 2 L(R? R) est surjective mais n'est pas injective
¥ ((0;1) 2 ker(f) et (0;1) 6 (0;0)) .

10.6 Exercices

SN RONKERSUr une remarque a priori anodine

Donner un exemple d'une fonction lireaire surjective mais non injeiee.

OB S I les familles libres

Soit f et g les fonctions ce nies pour tout eel x par f (x) = x et g(x) = exp(x).
Montrer que la famille de fonctions {; g) est une famille libre de I'ev des fonctions eelles c nies sur

R. 8

C - OEEMDimension d'un sev de R 8

SoitE = f(x;y;2) 2 R®:x+y+ z=0g.
1. Montrer que E est bien unR-sev deR?3 :
(a) a l'aide du treoeme de caracerisation des sev;
(b) a l'aide de l'application :R3! R;(Xx;y;z) 7! x+vy+ z.
2. Determiner une famille libre de cardinal 2 (c'esta dire une famille libe de deuxeements) deE.

3. E peut-il etre de dimension 3? Conclure quanta la dimension dE. Pouvait-on anticiper ce
esultat ?

4. En ceduire le rang de . Comment peut-on geonetriquement interpeter ce esultat ?

DEHONGEForement non eduita 2ro

Soit F et G deux plans dans I'espace vectori® 3. Montrer que F\ G 6 (0;0;0), c'esta dire que
I'intersection des deux plans ne peut pas €tre eduit au point de codonrees (Q 0; 0). 9

. Donc, basiguement, les ane@dents de 0.

. Voir la partie exercices du chapitre "Polynémes" pour la ¢ nition (certes intuitive) du polynéme cerie.

. Rappelons en e et qu'une application lireaire de E dans F est injective si et seulement si son noyau est eduita 0 g .

. La fonction f est appeke fonction identie.

Rappelons que puisque I'on travaille dans les espaces vectoriels, tous les ev passent par (0; 0; 0). Donc il y a au moins le point de coordonrees
(0; 0; 0) dans l'intersection.

©®~NoO O
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SC L HONFAForement non eduita 2ro - le retour
Soit F et G deux sev de dimension 3 dB®. Montrer que F\ G 6 Ogs.

NG R ELe rang de Grassman

Soit E un K -ev de dimension nie.
1. Soit (f;g) 2 L (E)?. Montrons querg(f + g) 6 rg(f)+ rg(g).

2. On suppose de plus quke + g est bijective et que 8x 2 E; g(f (x)) =0k.
Montrer que rg(f) + rg(g) = dim(E):

N Rkl Histoires de bases, sans guide

Les dierentes questions sont incependantes les unes desitres.

1. Determiner une base deG = f(x;y;z) : x +2y + z=0g, sev deR?3.

2. Soit P un polyndbme de degen. Montrer que la famille compose deP et de sesn cerivees
successives non nulles forme une baseRIgX ] (polyndbme de dege au plus).

3. SoitH : R3! R3:(x;y;2) 7! (y+ z;x+ y+ Z;X).
Determiner la dimension ainsi qu'une base pouker(H) et Im(H).

PonnOmes d'interpolation de Lagrange, un grand classiqu e!
Soit (ag; 5 a,) 2 K™ (ly; i k) 2 K™ tels que pour touti 2 [0;n], & 6 k. On veut montrer qu'il
existe un unique polynéme de degm de K[X] tel que pour touti 2 [O;n], P(&) = b.

1. Soit : K,[X]7! K" Q7! (Q(ap);:::; Q(a,)). Demontrer que est lireaire.

2. Demontrer que est injective.

3. A l'aide du corollaire du theoeme de caracerisation des isomghismes, conclure.



Chapitre 11

Elements de correction des exercices

Avertissement sur cette partie : certains corriggs sont pa rtiels, d'autres, plus rares sont complets, tous
comportent largement su samment d'informations pour vous permettre de nir.

11.1 Quelqueseéments de logique

Solution exercice 1.1
Pas de bonne eponse! S'il dit la \erie, alors c'est qu'il est en train de mentir, ce qui est contradictoire. De mé&me, s'il

ment, alors cela signi e qu'il n'est pas en train de mentir, ce qui est taut aussi contradictoire! C'est donc un paradoxe.
Solution exercice 1.2
L'implication ("Si ABCD est un care, alors ABCD est un paralelogr amme") est vraie, la eciproque ("si ABCD est un
paralelogramme, alors ABCD est un care") est fausse.

Solution exercice 1.3
1. Si un triangle ABC est rectangle en A, alors il est inscrit dans un cecle de dianetre [BC] : vrai.
2. Siun triangle est iso®le, alors un de ses nedianes est aussi tizur : vrai.

3. Si un quadrilaere a des diagonales de mémes longueur, alors steun rectangle : faux (contre-exemple : un trapeze
bien choisi. Attention, le careetant un rectangle particulier, ce n'est pas un contre-exemple).

Solution exercice 1.4
Demontrons dans un premier temps que siz est un imaginaire pur alorsz? < 0.
Comme z est un imaginaire pur, il exsitey 2 R tel que z = iy.
donc :z2=(iy)?=i%y?= y?< 0.
Donc le sens eciproque est \erie.
Reciproquement, cemontrons le sens direct. Supposons doncueg z soit un complexe tel quez? < 0.
A noter que I'on ne peutecrire X < 0 que six est un kel : cela n'a pas de sens avec un complexe! Cela signi e domgie
222 R.
Soit a et bdeux eels tels quez = a+ ib.
Alors : z = (a+ ib)? = a®>+2aib IP.
Or : z2 est un eel. Donc 2ab=0 i.e soit a =0 soit b=0. On a donc trois cas possibles :
?Sia=0et b60alors z2= K doncz?< 0
?Sia60et b=0 alors z2 = a? doncz? > 0.
?Sia=0et b=0 alors z2=0.
Commez? < 0, on en ceduit quea=0et b6 0, i.e. z = ib.
Ainsi : z est bien un imaginaire pur.

Conclusion :z? < 0 si et seulement siz est un imaginaire pur.

Solution exercice 1.5
La premere est vraie pour tout eel x (c'est une identie remarquable).
Il existe une valeurs dex pour lesquelles la deuxeme egalie est vraie (pour x = 0) mais elle n'est pas toujours vraie

(fausse pourx = 1 par exemple).
Solution exercice 1.6

D, B @, (A:B., ©).

Solution exercice 1.7

1.8 4. 8 (iregalie triangulaire)
2. 9 (le milieu) 5. 9 (tout point de la nediatrice)
3. 9 (le milieu) 6. ni l'un ni l'autre, sinon A = B.

67
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Solution exercice 1.8

X x2>1]|x<0[x2>1etx< 0] x2>10ux<0
n o Vrai Vrai Vrai Vrai
"3 Vrai Faux Faux Vrai
0;8 | Faux Vrai Faux Vrai
g Faux Faux Faux Faux

A l'aide de cet exercice, on comprend ces qu'une propret est fiusse, le "et" est faux et pour que le "ou" soit vrai, il faut
gue soit I'un, soit l'autre, soit les deux soient vraies.

Solution exercice 1.9
1. A : ne pas obtenir un te e. B : ne pas obtenir un roi et ne pas obtenir une damelé regation du "ou" donne du
"et", et eciproquement ).

2. C : aucune carte n'est un asD : il existe au moins une carte qui ne soit pas un coeurd regation de "pour tout"
donne du "il existe", et eciproquement ).

Solution exercice 1.10

1. Soit n un entier naturel tel que n? soit pair.
Montrons par I'absurde que n est pairegalement.
Supposons donc qué ne soit pas pair, c'esta dire quen soit impair.
Alors : il existe un entier naturel k (k 2 N) tel que n =2k + 1.
Dai: n?=(2k+1)2=4k?>+4k+1=22k?+ k) + 1.
Donc : n? est impair, ce qui contradictoire avec notre hypottese de cepat!
Donc : n ne peut pas étre impair.
Donc : n est pair.
2. Reciproquement, supposons quen soit pair. Alors il existe k 2 N tel que n = 2Kk.
Donc:n?=4k?2=2 2k
Donc : n? est pair.
Donc : la eciproque est vraie.

Remarque : La propree est donc uneequivalence ! Ainsi : n pair , n? pair.
Solution exercice 1.11  Quelques pistes pour trouver la solution par vous-méme.

1. Ici, les hypotleses de lenone sont : P//P'; Q coupe P.
On veut montrer alors que Q coupe aussi P'.

Ajoutons donc I'hypottese : Q ne coupepas P' et montrons que c'est absurde.

(&) Que dire alors de Q et P'?

(b) Que peut-on en deduire pour Q et P ? Quelle est la contradiction ?Conclure.
2. Montrons, toujours par l'absurde, que : @)==d9).

(&) Quelle hypottese suppementaire faut-il faire ?

(b) Pourquoi les droites (d) et (d° sont-elles alors scantes ? Attention, deux droites dans I'espaene sont pas seulement
Soit scantes, soit paralkles...

(c) Soit I leur point d'intersection. Montrer que : 1 2 P et | 2 PC
(d) Conclure.

Solution exercice 1.12
Montrons par l'absurde que 2 est irrationnel. o
Supposons donc que 2 est rationnel, c'esta dire qu'il existe deux entiers relatifs p et q tels que 2 = g On suppose de

plus que la fraction P est ireductible.
Alors : 2 = P ie.p?=2¢
2= g e p° =20

Donc : p? est pair. Donc, d'apes I'exercice peedent, p est pair.
Ainsi, il existe m 2 N tel quep=2m. D'as : p? =4m?.
Dar:4m?2=2¢%, 2m?= ¢f.

Donc : ¢? est pair c'esta dire q est pair.

Il existe doncn 2 N tel queq=2n.
p_2m _m

Or : = est ireductible! On aboutit donca une contradiction.
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Donc : P 2 n'est pas rationnel, c'esta direp 2 est irrationnel.
Note : pour la lectrice curieuse, montrer queé n'est pas cecimal, c'esta dire qu'il n'existe aucun couple d'entiers (m;n) 2

1 m
Z N tel —= —,
tesque3 107

Solution exercice 1.13
1. (x ; y) ce nit un TRPI si et seulement si, d'apes le treoeme de Pyth agore,y? = x2+(x+1)2=2x2+2x+1
2. Remarquons que 6 x <y d'apes liregalie triangulairs.
Six=1,alorsy?=2 12+2 1+1=7.Ainsi, y= 722Z.
De méme pourx = 2. En revanche, pourx =3, y? = :::=25doncy = 5. Donc (3;5) est un TRPI, et ce sont les plus
petites valeurs fonctionnant.
3.(a) ? Montrons le sens direct de la proposition, c'esta dire montrons quesi n est un nombre impair, alorsn? est aussi
un nombre impair.
On sait que sin est un nombre impair, il existe un autre entier naturel k tel que n =2k + 1.
Alors:n?=(2k+1)?=(2k)2+2 2k 1+12=4Kk?>+4k+1=22k?>+2k)+1=2Kk%+1, an k%=2k?+2k est
un entier naturel.
Donc : n? est bien un nombre impair.

? Reciproquement, montrons que sin? est un nombre impair alorsn est un nombre impair.
Pour cela, ealisons une cemonstration par I'absurde.

Supposons donc que soit un hombre pair.

Il existe alors un entier naturel k tel que n = 2k.

Donc:n?=(2k)2=4k?>=2 2k? a 2k? est un entier naturel.

Donc : n? est pair, ce qui est en contradiction avec le fait quen? soit impair.

Notre hypottese de cepart est donc fausse.

Ainsi, n ne peut pas etre pair.n est donc bien un nombre impair.

? Conclusion :n est un nombre impair si et seulement sin? est un nombre impair.
(b) D'apes la question 1, y2=2(x?+ x)+1=2k+1, aveck = x>+ x 2 Z.
Donc y? est un nombre impair. Donc, d'apes la question peedente, y est un nombre impair.
4. Si(x;y)cenitun TRPl,alors1= y y+ x( 2x 2)=ya+ xb, avec @;b) 2 Z2.
Donc, d'apes le treoeme de Bezout, x et y sont premiers entre eux.

Solution exercice 1.14
Remarquons que puisqueéAC est le plus grand cog, le triangle, s'il est rectangle, ne peut éte rectangle que erB.
Or: AB2+ BC2?=9+16=25et AC?2=36.
Donc, d'apes la contrapoge du treoeme de Pythagore, le triangle ABC n'est pas rectangle en B.
Solution exercice 1.15
Montrons par contraposee que sin? est pair alorsn est pair.
Si n est impair ("non Q"), alors il existe k 2 N tel quen =2k + 1.
Donc :n? = (2k +1)? = 4k? + 2k + 1 est impair ("non P").
Conclusion : sin? est pair, alorsn est forement pair (puisque sinonn? serait impair)!
Solution exercice 1.16
1. Soitp2 A. Montrons que P 2 B.
Commep 2 A, alors p? est pair.
Or, d'apes l'exercice 1.10, un entiern est pair si et seulement sin? est pairegalement.
On en ceduit que p est pair.
Donc:p2 B.
Ceci valant pour touteement de A, on en conclut queA est inclus dansB.
2. Soitf 2 C. Montrons que f est une fonction paire.
Commef 2 C, il existe un entier n tel que pour tout eel x, f (x) = x2" = (x?)".
Ainsi, pour tout kel x, f( x)=(( x)?)" =(x?>)" = x> = f (x).
Donc : f est une fonction paire.
Ceci valant pour touteement de C, on en conclut queC est inclus dans I'ensemble des fonctions paires.

11.2 Quelques structures algbriques

11.2.1 Partie cours

Exemple d'introduction
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1] 1 + 1|1
1|1 1 1 210
1 1] 1 1 0|2

Dans le premier tableau, on obtient toujours des nombres de cepd (soit 1, soit 1). Ce n'est pas le cas pour le second
tableau : on commence avec I'ensemble 1;1g et on en sort puisque I'on obtient 2, 0 et 2.

Solution exercice 2.1

Pour tous (x;y;z) 2 Z3, alorsx+y2 Z, (x+ y)+ z=x+(y+ z),e=0, x estle synetrique dex (x+( x))=0.
Meme principe que lI'exemple d'intro, avec 4 entees en ligne et enalonne.

La propree 4 n'est pas \eriee. Eneet, 42 2 N mais8n 2 N, 42+n 6 0. Donc : 42 n'admet pas dekment synetrique.
Non (4 n'est pas \eriee : en e et, lekment neutre est 1 e t 0 n' pas d'inverse).

Oui (en particulier car (f + g)°= f %+ g9.

Non commutatif car pour (A;B) 2 M »(R)?, AB n'est pas forement (et méme tes rarement)egala BA. Lekment
neutre est la matrice identie. Le reste se \eri e facilement.

IR

Solution exercice 2.2

1. Soient deuxekments €° et e de G \eri ant la propree 3. Alors :  €°= e°? e car e est "neutre” et e°? e= e car e’ est
"neutre”. Donc : €°= e. D'as l'unicie.

2. Soienty, z deuxekments de G \eri ant les proprees de synetrique de x. Alors:y=y?e=y?(x?2)=(y?x)?z=
e?z=z

3. (x?y)?2(y '?2x H=:m=eet(y 1?2x 1) ?(x?y) dw la conclusion avec I'unicie du synetrique.

Solution exercice 2.3

l.e=e?1?2d=(e 1?2 ?2P=e?d= &

2. Soit h? le synetrique de h dans H. On rappelle qu'on note h ! le synmetrique de h dans G. Alors : h®= h%? e =
ho2(h?h 1)=(h°?h?h 1= e?hl=h L.

Solution exercice 2.4

1. Si(Q) (@ et(2)) (3 alors (1)) (3). Sideplus (3)) (1) alors (1), (3). De méme pour le reste.

2. Voir exercice peedent + ¢ nition de groupe.

3. Supposons (2) vrai. AlorsH est non vide et pour tout (x;y) 2 H?, commey ' 2 H,x?y ' 2 H. Donc (3) est vraie.
4

. Soitx 2 H (x existe carH est non vide). Alors :e= x x ! 2 H. D'azu lekment neutre de H (propree 3 dans la
¢k nition des groupes). De plus, six = e?x ! 2 H. D'a le synetrique (propree 4). De plus, pour ( X;y) 2 H?,
y 12H da x?2(y Y '=x?y2H (dw la propree 1). L'associativie dans H decoule de celle dansG.

Les 4 conditions sont donc \eriees : H est un sous-groupe dé&s comme groupe inclus danss.

Solution exercice 2.5
Les trois questions se font sans di cule particulere, en utilisan t la propree 3 cemontee peedemment.
Par exemple,H est non vide (contiente) et e?e 1= e 1= e2 H. Donc : H est un sous-groupe des.

Solution exercice 2.6
l.a Oph=a (0p+t0pa)=a Opn+ta 0p.Da:0p=a 046 a Op=a Oa.etc

2.a (hb+a b=a (b b=a 0a=0a dapes la propree peedente. Donc: a ( b= a b De méme,
( @ b= a b Lasuite estimnediate avec ce que l'on vient de cemontrer.

3. Bemonstration par ecurrence.
Solution exercice 2.7  Se fait en \eri ant les 4 points de la & nition de base d'un groupe (o n ne peut pour le coup

utiliser l'astuce consistanta passer par les caracerisations dessous-groupes). A noter que de nombreux points sont cep
\eries par la ¢ nition de I'anneau!

Solution exercice 2.8

1. Sans di cule, avec 0 commeekment neutre pour I'addition et 1 commeekment neutre pour la multiplication

2. ldem, avec la matrice nulle commeekment neutre pour l'addition et la matrice identie comme eement neutre pour
la multiplication.

Solution exercice 2.9
. . . . 1
1. C'estevidemment un anneau. De plus, pourq?2 Q, tel que g6 0, g est inversible, d'mversea. C'est donc un corps.

2. Alinverse (oh que c'estrigolo!...), leseements deZ dierent de 1 et de 1 ne sont pas inversibles (en e et, quelque
1
x22Znfl;, 1;0g, ” 2 7). Donc non.
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11.2.2 Partie exercices

Solution exercice 2.10

Se fait sans di cule, en utilisant la troiseme carackrisation de s sous-groupes. On remarquera en particulier qué est
e ectivement non vide puisquee2 Z.

Solution exercice 2.11

Idem, comme sous-groupe de(; ), qui est un groupe de ektrence. C'est fois-ci, lekment n eutre est 1.

A noter que ce groupe est le groupe dit des racines de l'unie.

Solution exercice 2.12

Il faut donc montrer que G est commutatif, c'esta dire que pour tout (x;y) 2 G%;x?2y = y 2 X.

Remarquons au pealable que la ¢t nition de G implique que touteement est son propre inverse (puisque8x 2 G;x?x =1,
d'au le esultat par unicie de l'inverse).

Soit donc (x;y) 2 G2. Montrons que X ?y = y ? X.

Or: (x?y)?2(y?x)= x?2(y?y)?x=x?21?2x=x?x=1

Donc: (y?x)=(x?y) L

Or:x2G,y2 Gdoncx?y2G.

Donc (x?y) 1=(x?y).

D'ar: y?x=x?y. Donc G est bien commutatif.

Solution exercice 2.13  \erions les 4 points de la ¢ nition de groupe.

1. ? Pour (x;y) 2 G?, 1<x< 1li.ejxj< 1etde memejyj< 1.
Donc : jxyj < jyj doncjxyj< lie. 1<xy< 1.
Da0 <1+xy< 2.
? La suite est astucieuse, attention les yeux!
Pour ne pas perdre le lecteur, j'ai reproduit ci-apes une cemarche de recherche au brouillon. Sur une copie, il faudrait
recopier cela dans "l'autre sens".
Xty <1
1+ xy
Or: 1+ xy > 0 (on vient de le montrer). D'as :
ty
1<
1+ xy
fonction care est strictement croissante surR.

L'astuce est &, dans la mise au care. Pourquoi cette icee ? C'est en ceveloppant un care que I'on peut faire apparére
le produit Xy en partant d'une sommex + y : des choses devraient donc pouvoir se simpli er.

Onveutx?y2 Gie. 1<

<1, L+ xy)<x+y<l+xy,jx+yj<1l+xy, (x+y)?< (1+ xy)? cequiestvraicarla

+
Dar: 1< 1X+x};/<1’ X2+2xy +y2< 142xy + x2y2, x2 x%y2<1 y?, x2(1 y¥)<1 V2
Or: 1<y< ldoncy?< 1doncl y?>0.
, X+y , 1 y? ) .
Da: 1< <1, x¢< , X?<1, l<x< 1, x2 G, ce quiestdans notre hypottese de cepart,
1+ xy 1 y?

donc c'est gagre!
(Sur une copie, on peut commencer ainsi le raisonnement(x;y) 2 G®>) 1<x< 1, x?< 1::)

2. Les points 2, 3, 4 se \eri ent sans e ort autre que calculatoire eement neutre : 0; synetrique de x : X.)

Solution exercice 2.14

1. Utiliser la troiseme caracerisation des sous-groupes. On matre facilement quee 2 A\ B pour justi e que l'intersection
est non vide. Je vous rappelle quex 2 A\ B, x 2 A et x 2 B (en particulier, si uneement est dans l'intersection,
alors il est dansA...).

2. ( evident: si par exemple A B, alorsA[ B = A qui est un sous groupe des. Idem dans le cas alB  A.

) Proedons par disjonction de cas.
Premier cas : B A. Dans ce cas, c'est ni!

Deuxeme cas : B * A. Cela signi e gu'il existe x 2 B tel que x 2 A. Montrons que A B, c'esta dire que pour
tout a2 A, a2 B.

Soit donca 2 A. Montrons quea?2 B.
Note au lecteur : essaie de nir |'exercice par toi-méme sas lire la suitea partir d'ici! Le plus dur est pas®.
Or,sia2 A etx 2 B, alors (a;x) 2 (A[ B)2. Donc, d'apes la caracerisation des sous groupesa:x 12 A[ B.

Or:ax '2A.Eneet, sicetait le cas, alors a L:a:xx = e:xx = x ! appartiendraita A et par extension,x 2 A,
ce qui est faux.

Or:siax '2A[ Betax *Z2Aalorsax '2B.
Donc:ax ':x = a2 B.
D'ai la conclusion.
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Solution exercice 2.15  Sans grande di cule autre que calcul&tgire. Leement r&gu_tr e pour l'addition est (0; 0) et celui
pour la multiplication est (1;0). A noter que si l'on note X = x+y 3etY = X0+ ¥ 3 deuxekments de B, les additionner
et les multiplier revient simplementa faire X + Y = x+y 3+ :etXY =(x+y 3)(:).

Solution exercice 2.16

1. On ceveloppea droite, en abusant du fait que A est commutatif donc quea b=b a.

2. Facile, en calculant 1 =1"  a" avec la formule peedente.

Solution exercice 2.17 Remarquons que l'on peut deduire des deuxegalies que i = a?+ a’> = 2a” et quea = 2a°.
A priori inutile mais reanmoins sympathique.

1. Rappelonsa toute n utile que dans un anneau, I'addition est toujours commutative.

a’:b+ ab:a= ax(ab+ b:@ = a:ly = a. De méme,b:& + a:b:a= a. D'as a’:b= b:&.
De plus,acb:a= a(1 ab)=a a’b= a’b+ b:a a’b= ba
2. Attention, comme A n'est a priori pas commutatif, on ne peut pas utiliser les ide nties remarquables!
En eet, a priori, a:bé b:a
D'une part: (1 b:@? =(ab)? = (a:b):(a:b) = (a:b:ad:b=(a’:b):b= a%:k?.
Dautre part: (1 b:@?=(1 ba@ ba=1 ba ba+(ba:(b@=1 2ba+b(abgd=1 2ba+ b:a
D'as:1 2b:a+ bPa? = a’k? i.e 1=2ab+ a’l? bP:a®.
Or : ce que I'on veut montrer, c'est que D est l'inverse dea, c'esta dire que 1 = 2a:h.
Bref, ce serait cool sia?? ©?:a? = 0,, c'esta dire si a’k? = bPa?.
Or : b*:a? = by(b:&) = by(a’:b) = (b:&):b= (a%:b):b= a’:’.
Donc : 1 =2ah
D'ai la conclusion.

11.3 Suites usuelles

11.3.1 Rappel sur les suites arithnetiques et geonetriq ues
11.3.2 Suites arithnetico-gonetriques

11.3.3 Suites \eri ant une relation du type Un+2 = a@Ups+1 + b,
11.4 Quelques fonctions usuelles...

11.4.1 Sur les fonctions de eérence

Solution exercice 4.1

1.(a) Car x> 0 pour tout eel x.

(b) Soit y 2 [1;+1 [. Alorsy 1> 0. Donc : notonsx le eel tel que x =
Donc : x est un aneedent de y par f (le secondetant x).

py—l. Alors x> =y 1liey= x?+1.
(c) Non. En e et, 0 n'admet aucun aneedent eel par f.

2. On cerive!

3. Pourx 2 [0;+1 [, g(f (X)) = g(x?+1)= PvT 1= px_2: x2 carx > 0.

4. Méme calcul.

Solution exercice 4.2  Bien suivre les consignes et tout se passe bien.

Solution exercice 4.3

1. D'apes l'exercice peedent, In(1 =a) +In( a) =In(a 1=a) =In(1) = 0 d'ai le esultat.

2. In(a=h =In(a 1=H =In( a) +In(1 =b et on conclut avec ce que I'on conna'.

3. se fait par ecurrence.

4. soitm2 Z. Sim2 N, cestcep faitala 3. Si m2 Z, m< 0, alors :

1 (o o _
In(@™) =1In am In @™ = j mjIn(a) = min(a).

Solution exercice 4.4

1. On cerive...
2.(a) poura> 1, n!Ilrpl nin(a) = ::

1 . . .
(b) Posery = ” et regarder ||Il’g)1 In(x) en remplacant x par son expression en fonction dg.
x! 0*

3. C'est la ¢k nition : elle est strictement croissante de ]0;+1 [ dansR, donc elle ealise la bijection souhaite.
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Solution exercice 4.5

1. Elle ealise une bijection comme fonction eciproque de In. Commedn :]0;+1 [! R,onencdduitqueexp: R ! ]0;+1 [.
En particulier, pour tout eel x, exp(x) est ce ni et exp(x) > 0.
1 -
In%exp(x)) 1
exp(x)

2. Pour tout eel x, exp(x) = = exp(x).

3. Voir cours de TS )

Solution exercice 4.6

1. exp(0) = exp(In(1)) = 1 car exp est la fonction eciproque de In.

In(exp(a) exp(b)) = In(exp( @) + In(exp( b)) = a+ b. D'ai la conclusion en passanta l'exponentielle.

Calculer exp( a)exp(a).

Immrediat, avec les deux propositions peedentes.

In(exp(ma)) = ma et In(exp(a)™) = mIin(exp(a)) = ma. Ainsi, In(exp(ma)) = In( exp(a)™). D'au la conclusion en
passanta I'exponentielle.

Sl

Solution exercice 4.7  exp(nIn(x)) = exp(In( x")) = x".

Solution exercice 4.8
A fairea l'aide de geogebra par exemple, en ce nissant un curseur a allant de  5a 5 et un pas de Q1 par exemple.

Solution exercice 4.9
1. x0=¢° In(x) = =1

2. Les proprees suivantes sont des consequences directedes relations algebriques \eriees par la loi exponentielle. Par
exemple ky)2 = gain(xy) = galn(x)+ain(y) = galn(x)galin(y) = (eln(x))a(eln(y))a = xaye,

De méme é(a)bz gbin(x?) = ebln(ea'"“) = ghaln(x) = gabin(x) = yab
Solution exercice 4.10 Pour a2 R, f2 est cerivable sur ]0;+1 [ et pour x 2]0;+1 [ :
1 1
fix)=a = e =a = xq=a x2 1
X X

Solution exercice 4.11

1.(a) g est croissante jusque 1 puis decroissante. On trouve un maximunde 2 donc toujours regative.
(b) g(x)6 0, In(x)6 2p X d'as le esultat en divisant par x> 0.
(c) Avec le treoeme des gendarmes.

In(x)® _ " in(x) T nx) P

xa Xa:b xX¢

2.(a) Pour x> 0, avecc = a=b:
.. ® b
}In(xc) * ey ¢b * <b
c _ 1 In(x®) _ 1 In(X)
X¢ co X¢ cb

avecX = x°.

In(X )

Or: lim X =+1 et Ilim =0. D'au le esultat.
x! +1 X! +1

(b) L'icke est de se ramenera la limite peedente. Une bonne aguce est donc de poseX = % qui aura le nerite de
tendre vers +1 quand x tendra vers 0" .
(c) Astuce donree puis apes un ou deux calculs se ramenera la gestion 1. Méme principe qua l'anepenulteme
guestion pour la deuxeme limite
Solution exercice 4.12 ‘
Se fait facilement, en remplecante’ par sa e nition et en n'oubliant pas que cos( ) =cos( )etquesin( )= sin():
Solution exercice 4.13
1. Les deux premeres questions se font sans di cule. La troiseme se fait enetudiant les variations de ch (sh(x) > 0,
e >e X, eex_x >1, eX>1, :::x> 0), dontle minimum est atteint pour x = 0 (et donc vaut ch(0) = 1).
2. Sans di cule particulere.

e e _ .
P en simpli ant par 2 au nunerateur et au cenominateur.

Les deux premeres se font sans di cule. Pour la troiseme, il faut determiner le tableau de variations complet de
cette fonction. On doit trouver qu'elle est strictement croissante de limite 1 en 1 (il faut factoriser par e * pour

la trouver) et +1 en + 1 (il faut factoriser par € pour la trouver), ce qui corresponda ce qu'on devait cemontrer.
4. Faites lea la calculatrice.

3. Remarquons que pour tout eelx, on ath(x) =
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5. Les deux esultats se montrent sans grande di cule, en faisant attentiona developper correctement (attention aux
o . . X 2 x2 x?
identies remarquables pour la premere relation! Rappelonsegalement que > = > = Z)'

Solution exercice 4.14
gemarquons gue les solutions dglvent &tre strictement positives.

x+y = 10 x+y = 10
g N(x)+In(y) = 3M8(2) ~ In(xy) = In23)
x = 10 vy x = 10 vy
Xy = 8 ©oy@o y) = 8
Or:y(10 y)=8, y2+10y 8=0.0Onnote le discriminant du trinbme  y? +40y 8.
=10 2 4 ( 1) ( 8)=100 32=68> 0 donc deux racines eellesy; = 7210 ( 16)38 =5+ P17 ety, =5 P17,

Commey; > 0 ety, > 0, les solutions conviennent poury p__
On aurait donc deux solutions pourx : x3 5,10 yi1 & p'_ 17 e 2 =10 p Y2 y» =5+ " 17.
Les deux couples solutions sontdonc : (5 17;5+ 17)et(5+ 17;5 17).

Solution exercice 4.15
Astuce : il faut commencer par regrouper les 3 d'un coe et les 2* de l'autre. Factoriser pour diviser ensuite, pour ensuite

passer au In. , p _GE
In

On trouve ainsi x = ——=—<«— ce qui, apes simpli cation, donne le esultat annone (si, si! C alculez donc
In

-b ‘

* 9< 3=2
2

NI ©

pour voir.

Voici la esolution cetailee.
32X 2x+1 =2 — 2x+7 =2 32X 1 32X 1(3 + 1) =2 x+1 =2(1 + 26:2) 4 32X 1 - 9 2X+l =2 32X 3 = 2X 3=2
NG 3 =In@* 3?), @x 3)In@)=(x 15)InQ2), x@h@ Ih@)=3IGE) L5h@), x= NG 15@)
! ! ! ! ! 2In@) Q)

52InG3) In(2) _
2InB) InR) T

Solution exercice 4.16 |l faut transformer tous les P X en x'=2 puis diviser I'un par l'autre (possible car x > 0.
. X2 . - 1=2 . . . . - . -
On arrivea —— =1 soit x*>? *~ = x°. Par identi cation des puissances, on a alorx=2  x'** = 0, soit en divisant
X

par x172, un esultat nalement pas si loin du esultat annonc.
Solution exercice 4.17

2 >x?, xIn@2)> 2In(x) car ..., xIn(2) 2In(x) > 0.

Notons f : x 7! xIn(2) 2In(x), e nie et cerivable sur ]0;+ 1 [ (operations de bases sur des fonctions cerivables sur
10;+1 ). Pour x > 0, f qx) = In(2) ” doncfIx) >0, x> @ On en ckduit le tableau de variations suivants, les
limitesetant laiseesa l'appeciation du lecteur :

X 0 2=In(2) 2;89 +1
k +1 +1
f(x) | k & %
k f (2=In(2)) 0;12

r:f(2) = f(4) = 0. Cela et le tableau de variations nous permettent de conclureque I'ensemble de solutions SUR
10;+1 [est]O;2][ [4;+1 [:
Solution exercice 4.18
sin(x In(x)) _ sin(xln(x)) In(x) =
X ~ xIn(x) -
Or,quand x! 0*, X ! 0 (limite de ekrence).
S (t) =let im In(t) =
t! 0+
sin(x In(x)) _
v =

sm(X) In(x), avec X = xIn(x).

Pour1>x> 0,

De plus, I|m
On en ceduit que lim
x! 0*

Solution exercice 4.19

? Remarquons que la premereegalie impliqgue que x > 1, puisque le minimum de ch est 1.

? En cemontrant legalie propose par lenone, on obtient  les sysemes successifs suivants :

8 X 2ch(y)? 1 s x =2x3 1 8 23 x 1 =0
x® ch(y)? ’ x® = ch(y)® ch(y) X372

? Pour esoudre la premere equation qui peut sembler alambiquee, rien ne vaut un bon vieux TVI! Cela permettre de
ceterminer le nombre de solutions et I'on pourra s'aider de la calculatice pour conclure.
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Soitdonc :[1;+1[! +1;x7!'2x3 x 1 (on consicre lintervalle [1;+1 [carx > 1.

Note au lecteur :a partir d'ici, cela revienta chercher le s ane@dents de O par en S'appuyant sur un raisonnement
proche du TVI. Essayez donc de recommencer l'exercice !

On calcule la cerivee et on montre que 9Yx) > 0, x2 > 1=6, ce qui est vrai vu quex > 1.

Donc est strictement croissante.

Or: (1)=0.

Donc,six> 1,23 x 1=0, x=1.

On en ceduit sans di cule que y =0 gracea la deuxemeegalie et grace au tableau de variatio ns de la fonction ch.

Solution exercice 4.20

sh(t) . sh(t) sh(0)

— 7= |lim —Y 7=
tho+1 t O

On calcule des deux coes en se ramenanta exponentielle, eta marche!

Un classique du taux d‘accroissementt!I 1|rln sh%0) = ch(0) = 1.

1.
2.
3. Voir ligne peecdente.
4.

+
En suivant l'astuce et en utilisant la relation peedente, on par vienta 2ch % ch P9 . Et bien sar en utilisant

2
I'imparie du sinus hyperbolique.

11.4.2 Sur les notions d'injectivie et de surjectivie

Solution exercice 4.21

Il faut prendre lesekments de la gauche vers la droite.

Soit x 2 [3;7]. On 3 alors calculerf (x) puispg(f (x)) pour obtenir g f (x).
Donc:g f :x7'2 f(x)soitg f :x7!2 2x2+4,

L'ensemble de cepart! est [3; 7] et I'ensemble d'arrivee estR.

Solution exercice 4.22  question de cours

Solution exercice 4.23

1. Supposongy f injective. Soit (x1;X2) 2 E? tel quef (x1) = f (x2). Donc : g(f (x1)) = g(f (x2)) c'estadire g f (x1) =
g f(x2). Commeg f estinjective, alorsx; = X».
Donc : f (x1) = f(X2) ! X1 = X. D'apes la caractkrisation de l'injectivie, f est injective.

2. Soitg: R+ ! Ry;x 7! P xetf :R! R;x 7! x2 f n'est pas surjective maisg f :R! Rix 7! lox_2 = jxj l'est.

Solution exercice 4.24

Il faut montrer que la fonction est strictement monotone, ce quise fait bien en cerivant puis enetudiant le signe de la
cerivee.

La cerivee peut étre simpliee si I'on remarque que pour tout r eelx, f (x) = e +2¢€*.

Sa fonction eciproque estg:]0;+1 [! R;x 7! In( 1+ P 1+vy).

Solution exercice 4.25

1. Supposonsg f injective et f surjective. Soit (a;b) 2 F? tels que g(a) = g(b). Comme f est surjective, il existe
(Xa;Xp) 2 E? tel que f (xa) = f (Xp).
Doncg(a)=gb), g(f(xa))=a(f(xp)), 9 f(Xa)=9g f(xp), Xa=Xxpcarg f estinjective.
Donc, d'apes la caracerisation de l'injectivie, g est bien injective.

2. Supposongy f surjective et g injective. Soit y 2 F. Le but est de montrer qu'il existe x 2 E tel que f (x) = v.
Commey 2 F, il existe z 2 G tel que g(y) = z.
Or,z2 Gdonc commeg f :E! G estsurjective, il existex 2 E telquez=g f(x)= g(f (x)).

Ainsi, g(y) = g(f (x)). Comme g est injective, y = f (x). Ceci valant pour tout y de F, on en ceduit que f est bien
surjective.

Solution exercice 4.26

Montrons que p injective ! p surjective. Supposons don@ injective.

Soity 2 E. Alors : p(y) = p p(Y) = p(p(y))- Comme p est injective, y = p(y).

Donc, commey 2 E, p est bien surjective.

Montrons que p surjective ) 8 x 2 E; p(x) = X. Supposons don@ surjective.

¥ Soity 2 E. Comme E est l'espace d'arriee et quep est surjective, il existe x 2 E tel que p(x) = y. Donc :
p(y) = p(p(x)) = p p(x) = p(x) =y i.e. pour tout y de E, p(y) = y.

Montrons que 8x 2 E;p(x) = x) p injective.

Soit (a;b) 2 E? tels quep(a) = p(b). Alors a = b et donc p est bien injective.

En conclusion :pinjective ) p surjective )8 x 2 E;p(x) = x) p injective, ce qui permet de conclure.

Solution exercice 4.27

1. On part de x 2 [3;7], on arrive avec f (x) dans R+, et on repart dans R avec g(f (x)). Globalement, on est donc parti de [3; 7] pour arriver
dans R.
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1. Negation de P; : il existe deux sous-ensembled et B de E tels quef (A\ B)= ? etf (A)\ f(B) 6 ?. Negation de
P, : f n'est pas injective.

2. Rappelons queP; , Py si et seulement si no; $ nonP,, a nonP; est la regation de P; (c'est le principe de la
emonstration par contrapose). Lenone@ (pas simple, il f aut le reconnatre - mieux vaut commencer parP,) nous
incitea cemontrer plutdt cette deuxemeequivalence.

Montrer que nonP; ) nonP,. Soit doncA et B deux sous-ensembles de tel quef (A\ B)= ? etf (A)\ f(B) 6 ?.
¥ Prenonsz 2 f (A)\ f(B). Commez 2 f(A);9a2 A :f(a)= z. De m&me :9b2 B : f(b) = z.

Or,sia= b alorsa2 A\ Betz=f(a)2f(A\ B)= ?, ce qui est impossible.

Doncaé6 b.

Ainsi, il existe (a;b) 2 E? tels quea 6 bet f(a) = f(b). Donc, d'apes la contrapose de la caracerisation de

l'injectivie, f n'est pas injective.

Reciproquement, supposons qud ne soit pas injective. Le but de la question est de trouver deux sousnsembles
“ AetB deE telquef(A\ B)=? etf(A)\ f(B) 6 ?.

Commef n'est pas injective, il existe @;b) 2 E2, a6 b. tels quef (a) = f (b). PosonsA = fag et B = fhg. alors

f(A\B)=f(?)=7? etf(A)\ f(B)= f(a) 8 ?. Donc nonP; est vraie.

Conclusion : nonP; , nonP; etdoncP;, Ps.

11.5 Initiation au cenombrement

11.5.1 Partie cours

Solution exercice 5.1
1. card(E) = 6.
2. (1;3;5) par exemple; (2;2;4) si on ne veut pas les prendre teuistincts.

3. Pour le premier chire, nous avons 6 possibilies; pour le second lui re, nous avonsegalement 6 possibilies; pour le
troiseme chi re, nous avons de nouveau 6 possibilies.
Onadonc6 6 6=6° possibilies pourles 3 listes deE.
On peut se repesenter les possibilies avec un arbre des possitddes::: se substituent aux morceaux d'arbres iden-
tiques) :

6 choix au tour 2

6 choix au tour 1 6 choix au tour 3
1 1 1
2 2 2
3 3 3
4 4 4
6 6 6

Le nombre rechercle est alors le nombre de chemins sur l'arbre.

Solution exercice 5.2

Donc un totalden n::: n p fois, soitnP.

Solution exercice 5.3

Il'y a 8 possibilies pour le premier cheval, 7 pour le second et 6 pour leéroiseme.
Il'y a donc un total de A} =8 7 6 =336 combinaisons possibles.

Solution exercice 5.4

On a n choix pour le 1* eement de la liste, n 1 pour le 2¢ (puisqu'on ne reprend pas le premier),n 2 pour le 3™
(puisqu'on ne reprend ni le premier, ni le deuxeme);::;, n (p 1)=n p+1pourle pfm (puisqu'on ne reprend aucun
desp 1 peedents).

Donc:AR=n (n 1) ::: (n p+1).

Solution exercice 5.5

1. On a 6 possibilies pour la #¢ carte, 5 pour la seconde (puisque I'on ne reprend pas |&®l), :::; 1 pour la sixeme (les
5 autresetant dea prises).
Soit6!=6 5 4 3 2 1=720.
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2. De méme, on a 42! 1:4 10°! possibilies.

Solution exercice 5.6
Il faut bien comprendre gu'une permutation est un arrangement ¢ taille n.
Le nombre de possibilies est doncA; = n!.

Solution exercice 5.7

Notons x le nombre de mains chercte.
~ Sil'ordre du tirage avait une importance?, on serait dans le cadre d'un tirage sans remise. On aurait donc 65 4 = 120
¥ mains possibles.

Mais l'ordre n'a pas d'importance!

¥ Ainsi(voir note en bas de page pour les notations), les combinaison&€,PF,PG),(EF,PG,PF),(PF,EF,PG)... bref les

3! = 6 combinaisons constitiees de PF,EF et PG donnent un méme esultat.

Synthetisons cela. Il y a, avec l'ordre :
3lcombinaisons avec EF, PF et PG; 3
3lcombinaisons avec EG, EF et PG; ~
3lcombinaisons avec EG, EF et PF; 3

:::3lcombinaisons avec EG, EF et CPEF;

Ainsi, 3! x=6 5 4.

et cela pour chacune dex combinaisons non ordonrees.

Le nombre chercle est doncx = % =
Solution exercice 5.8

20.

A <

Dans un jeu de 52 cartes, on a "5 parmi 42", soit 52

5 = 2598960 maneres dierentes de piocher 5 cartes simultarement

(sans remise).

Solution exercice 5.9

Reprendre la cemarche de I'avant dernier exercice.
n!
Onadoncpix=n ::: (n p+l)= ——.
(n p)
n!
pi(n P

Solution exercice 5.10

Donc : x =

1. 6%, chacun des 6 ks pouvant sortir une des 6 combinaisons.

2. Il'y a 6 choix pour le premier ¢, 5 pour le second, ::, 1 pour le dernier.
Ce sont donc les permutations dans notre ensemblea 6ekmert : il y en a 6!.

3. Les cesetantequilibes, on est dans une situation dequip robabilie.

. 6! 5 )
La probabilie chercree vaut donc 5 " 324 0;015.

Solution exercice 5.11

1. On a 5 choix parmi 49.p01z|r Ia.pre(mére grille et 1 choix parmi 10 pou la 2nde,

On a donc un total de 1_)9 110 =19068840 grilles possibles.
2. 1906884852 366708 anrees environ. Bonne chance!
1
- i P PP . 8
3. Si l'on suppose que le choix s'e ectue au hasard, la probabilie de ictoire est donc 19068840 5:10 °.

Solution exercice 5.12
e <

1. i est le nombre de partiesa 4ekments d'un ensemblea 5ekments.

C'est donc en particulier le nombre de cheminsa 4 succees parmi les Bpetitions.

2. Un tel chemin passe par 4 suces ayant chacun pour probabik 1—70 =0;7 et par 5 4 = 1echec de probabilie
1 0,7=0;3.
D'apes le principe de construction des arbres poncees, la prdabilie d'un tel chemin est donc 0; 74 0; 3.
* <

3. La probabilie de tirer exactement 4 boules vertes est donc S

. G 74 0;3%, etant donre qu'il faut cenombrer

'ensemble des chemins ealisant lexenement.

Solution exercice 5.13
C'est exactement le m&me principe que I'exemple peedent.

Solution exercice 5.14

2. c'esta dire si ( Eéve Fille, Prof, Prof Gaicon)etait un tirage dieren t de (Prof Fille(=PF), Eeéve Fille(=EF), Prof Garcon(=PG))
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1. Tree or not tree, that's your choice!
2. Dans le gadr(e d'un tirage sans remise, on utilise les coe cients binomux.

.. 10

Donc ici 5

3. On va prendre 4 boules parmi les 7 vertes et 5 4 = 1 boule parmi les 3 rouges. D'al le esultat.
4. La probabilie est donc ... celle donree dans la remarque suivantedans le cours =D

11.5.2 Partie Exercices

Solution exercice 5.15
JohanneaA3=8 7 6 5 4=6720 possibilies.

Solution exercice 5.16

Il'y a 5 possibilies pour la premere lettre, 4 pour la seconde, 3 pairr la deuxeme, 2 pour la quatreme et 1 pour la
dernere.

lyadonc5 4 3 2 1=120!anagrammes du mot MATHS.

Sinon, on pouvait epondre directement en disant qu'un anagramne de MATHS n'est jamais qu'une permutation® des 5
lettres M,A,T,H,S et qu'il y en a donc 5! d'apes la proposition de la partie 3.

Solution exercice 5.17

1. Sil'on xe la premere lettre, cela ne laisse plus que 4 lettres que I'a peut permuter. Il n'y a donc plus que 4! = 24
possibilies.

2. Les voyelles de "PHYSIQUE" sont Y,I,U,E. On a donc le choix parmi 4 ldtres pour la premere lettre de I'anagramme.
Les consonnes de "PHYSIQUE" sont P,H,S,Q. On a donc le choix parmi #ttres pour la dernere lettre de I'anagramme.
Sur les 8 lettres disponibles, 2 sont cep ees : il nous en restedonc 6 parmi lesquelles ont peut faire des permutations.

Le nombre total d'anagrammes de "PHYSIQUE" commercant par une voyelle et nissant par une consonne est donc
4 4 6!'=5760.

Solution exercice 5.18

1. Soitf :E 7! F.
Alors f (x1) = yp ouf (x1) = y2 ou:::f(X1) = yn. Il y @a donc n possibilies pour f (x3).

lyadoncn ::: n=nP possibilies.
n choix pour f (x7) ... etc jusqua f (xp)

n choix pour f (x1)

Y1 Y1
Y2 Y2
Yn Yn

2. Reprenons les notations peedentes.
Pour la premere image, n possibilies. Puis n 1 pour la suivante,etant donre que toutes les images sont dierentes
a cause de l'injectivie de la fonction.
Puisn 2 pour celle d'apes.

etc
Pourenn n (p 1)=n p+1pourladernere (la g™ ).
Soitn (n 1) ::: (n p+1)= AP possibilies pour les applications.

3. C'est exactement le méme principe qu'avant, si ce n'est qu'il y an image.
Doncuntotalden (n 1) ::: (n n+1)=n ::: 1= n!applications possibles.
Solution exercice 5.19

1. Il faut prendre ZE’ cartes de coeur parmi les 13.

Il'y a donc 153 combinaisons.

3. Voyez comme le mot permutation prend tout son sens!
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(a) La paire est cetermiree par la valeur de la carte (13 possibilies) de la paire et le choix de deux couleurs parmi les
4.
Il faut ensuite choisir les 3 cartes restantes parmi les 12 possibiis de valeurs restantes, sachant que pour chacun
de ces cartes leg 4( couJeur(s sont possibles.

4 12

2 3

(b) Le brelan est cetermiree par la valeur de la carte (13 possibilites) du brelan et le choix de trois couleurs parmi les
4., .

Il'y a donc 13

Il'y a donc 13 43 combinaisons.

< 04 <
4 12
3 2

(c) Le full est la combinaison d'un brelan et d'une paire.

Le brelan est determiree par la valeur de la carte (13 possibilies) du brelan et le choix de trois couleurs parmi les
4.,

La paire est cetermiree par la valeur de la carte (12 possibilies) de la paire et le choix de deux couleurs parmi les
4., . < .

Il'y a donc 13 ;1 12 g combinaisons.

(d) Une quinte ush est de la forme 1;2;3;4;50u 2 3;4;5;6 ou::: ou 1G V alet; Dame; Roi; As.
Il'y a donc 10 quintes possibles dans chacune des couleurs, soit untdl de 4 10 = 40 combinaisons.
(e) Pour la quinte standard, les 5 cartes peuvent avoir chacune umcouleur dierente soit 4° 10 combinaisons de base.

Ce sont donc toutes les combinaisons avec des couleurs dierente auxquelles il faut retirer les combinaisons de la
quinte ush.

Onadonc4 10 4 10 combinaisons.
(f) On a le choix entre les 4 couleurs.

4?2 combinaisons.

.. 13
Pour chaque couleur, on va choisir

5 cartes, auxquelles il faut retirer les cartes qui se suivent, soit le40

combinaisons f.o.rma(nt les guintes.

On a donc 4 153 10 combinaisons.

Au poker, nous devons choisir 5 cartes parmi 52 pour constitueune main.
Le choix s'e ectuant au hasard, on est dans ung si(tuati.on ((:IEquipobabiliEa chaque fois.

4 12
13 s 4

Pour la paire, la probabilie est donc pp = . = 0;42.

5

On calcule de méme les dierentes probabilies :
pour le brelan,pg  0;021;

¥ pour le full, pg 0;0014;

¥ pour la quinte ush, poe  0;000015%.

* pour la quinte, po  0;0039%.

¥ pour la couleur,pc  0;0020%.

Ainsi, pp > ps > Po > Pc > Pr > Por . Les combinaisons les plus rares sont donc les plus fortes, ce quirise
logique.

Solution exercice 5.20

1.

En ealie, il est plus simple de passer par lexenement contr aire ici,a savoir aucune personne n'est ree le méme jour.
Il s'agit de n tirages sans remise parmi 365 possibilies.
Le nombre de combinaisons est don&js; =365 364 ::: (365 n+1).

Or, le nombre total de combinaisons de date d'anniversaire parmi urgroupe den personnes est 365 (pour chacune
desn personnes, 365 possibilies).

Comme le choix s'e ectue au hasard, on est dans une situation degiprobabilie.

o . . . 365 364 ::: (365 n+1)
La probabilie qu'aucune personne ne soit ree le méme jour est dac p 365 .
n
L babilie cherctee estdonc 1 p=1 365
a probabilie cherctee est donc p 365

Pour 36ekves, la probabilie (on remplace n par 36) est d'environ 0, 83. Et oui, c'est beaucoup!
Pour n = 56, on trouve une probabilie d'environ 0 ;988. Pourn = 57, on trouve une probabilie d'environ 0 ; 990.
Donca partir de 57 personnes! Et oui, si rapidement!

Ce qui est amusant par ailleurs, c'est qu'il faudrait 365 personnes qur étre sira 100% que deux personnes aient la
méme date d'anniversaire.

Solution exercice 5.21



80 CHAPITRE 11. ELEMENTS DE CORRECTION DES EXERCICES

1. Les deux.
2. Loi hypergeonetrique.
3. Loi binomiale.
4. Loi binomiale de paranetresn =100 et p = 1—10 Il faut le voir en e et comme le fait de jeter 100 fois une bille.
5. Loi binomiale de paranetresn=5et p= 2 = }
100 4

6. Les deux (on doit la notation des coe cients binomiauxa Blaise Pascal).
7. Loi hypergeonetrique de parametres n =26, m =5, ry =6 (les voyellesetant A, E, I, O, U, Y).

8. Loi binomiale de paranetresn =5 et p= %
9. Loi binomiale de paranetresn =100 et p=0;01.
10. Loi hypergeonetrique de paranmetres n=6+5+7=18, m=4¢et r; =6.

Solution exercice 5.22
On rappelle que si I'onznsoteXlIa variable akatoire comptant le nombre de billes rouges, alors X suitune loi binomiale de
paranetresn=5et p= ﬁ)z i
1. P(X =2) 0;264.
2. Piocher au moins 3 boules noires revienta piocher au plus deux bdes rouges.
P(X62=PX =0+ P(X =1+ P(X=2) 0;896.
3. Rappelons qu'en probabilie, le hombre moyen est I'esperance.
Pour une loi binomiale, I'esgerance est le produit des paranetres.

5
DoncE(X)= np= i 1;25.
Solution exercice 5.23

On rappelle que si I'on noteY la variable akatoire comptant le nombre de voyelles, alorsy suit une loi hypergeonetrique
de paranetresn =26, m=5, r; = 6.

1. Si l'on pioche 2 voyelles parmi les 6 existantes, alors on pioche 3 @nnes (parmi les 20 existantes).
o < ] <

6 20
2 3 855
: = = . = -2
Donc : P(Y =2) 6 3289 0; 260
5
2. P(Y>4)=P(Y =4)+ P(Y =5)= 15 . 3 4005
' - - /7 3289 32890
3. Realisons le tableau de la loi de probabilie deY :
k 0 1 2 3 4 5
3876 | 2907 | 855 190 15 3

P(Y = k)

16445 | 6578 | 3289 | 3289 | 3289 | 32890

X
Donc : E(Y) = P(Y = k) 1,154
k=0
I 15

Variante : E(Y)=m —=— 1;154.
(Y) n 13

En e et, I'esperance dans le cadre d'une loi hypergeonetrique est le produit du nombre de epetitions d'experiences
par la proportion du caracereetude.

A rapprocher du n pde la loi binomiale!

11.6 Quelques calculs d'inegrales atypiques

Solution exercice 6.1
Comme uv)°= u% + uv® on a par conequentu® = (uv)® uv® D'ai le esultat en passanta l'inegrale.

Solution exercice 6.2

Remarque : les dierents calculs d'inegrales sont eal isables a la calculatrice! Cela permet une auto-correctio. Par
ailleurs, le raisonnement n'est cetaile que pour la premere question mais il faudraitevidemment ediger de mé me pour les
autres.
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1. Soit u et v les fonctions ck nies et cerivables sur [0;1] par uqx) = € et v(x) = x?. En particulier, pour x 2 [0;1],
%(x) = e et vi(x) = 2x. Dgnc, d'apes la formule de EnEgration par parties,
1 1 1

ex?dx =€  x°[3 e 2xdx=e* 0 2 €&xdx=e' 2 1 (dapesl'exemple dintroduction).
0 7 L 0 0
Donc: ex%dx=¢e' 2.
0 7 L
2. Poseru®: x 7! 1 etv:x 7! In(x). On obtient alors In(x)dx = tIn(t) t 1: Une primitive de In est donc
0

F:t7tin(t) t 1.
Z -,

3. Poseru®: x 7! cogx) et v:x 7! x2. Pour calculer ensuite xsin (x)dx, poserf9: x 7! sin(x) et g:x 7! x
0
2

L'inegrale vaut 7z 2.

4. (a) En partant de | et en faisant deux!IP distinctes, dans lesquelles on prend un® dierent (une fois avec exp, l'autre
fois avec sin), on parvient sans grande di culea montrer les deu xegalies.
Par exemple, posonsi®: x 7! € et v:x 7! sin(x).
Alors | = integrale Opiu%(x)v(x) = [ u(x)v(x)]5i integrale Opiu(x)vy(x)dx = [€* sin(x)]§i integrale Opie* cosik)dx =
0o J= J.
De méme pour l'autre, avecu®: x 7! sin(x) et v : x 7! e~.
Attention, une primitive de sin est coset non pas cos!!

(b) Du coup, le probeme se transforme en un syseme de deuwequationa deux inconnues,| et J. Apes esolution (on

. . _— . e +1 e 1
peut aiement la faire par substitution), on obtient | = — etJ = .
Z .
e « e +te
5, K+L= eK L= = ex+7dX—[ln(eX+e No=In(e +e ) In(2)=In 5 =In(( ch( )).
(voir chapitre peedent pour la & nition du cosinus hyperboliq ue).
. +In(ch In(ch
D'al, apes esolution du syseme, K = M etL = w

Solution exercice 6.3
Partie A

1. h est cerivable sur R comme fonction polynomiale, de cerivee h?: x 7! 3x? + 3.
De méme,h® est cerivable sur R comme fonction polynomiale, de cerivee h: x 7! 6x. Comme on noteh®= h@  on
en ceduit que pour tout eel x, h® (x) = 6 x.

2. par une ecurrence imnediate sur N, la cerivee d'exponentielle etant elle-méme.

Partie B (D'apes le premierecrit du CAPES de matlematiques, 2016)
b Zy

1. fqt)dt =[f ()2 =f(b) f(a)doncf(b)= f(a)+ f t)dt.
a a

2. Dans linegrale de n de formule de la question, l'icke va etre, dans le cadre d'une IPP, d'inegrer le f ®pour faire
apparatre le f % et donc de revenir ainsia la question peedente.
Ainsi, sionnoteu:t7!' (b t), vO:t 7! fOUt) alorsu®:t7! letv:t7! fYt)etlapplication de la formule de I''PP

nous assure que :
Zy q Zy

fRO(b Hdt=[fA)(b 113+ fA)dt=FfAY(b b fAa)b ay+f() f(@=f(b) f(a) fYa)b a),
d'a(u le esultat souhait en isolant le e;‘ (b).

3. L'emploi de letape peedente doit faire pensera une ec urrence. Et e ectivement une ecurrence fonctionne pour
cette questionCetteegalie est la formule de Taylor avec reste inegrala I'ordre n. Voici une version courte.
L'initialisation au rang n = 2 est la question peedente.
¥ Pour I ree%e supposons la proprek vraiea un certain 5 angn e, n> 2 et montrons qu'elle resie vraie au rang

- be(n+ b ¢ (n n b n
Clor: u(b Ot = [f(“)(t)(b t) P f( n(t) nb 1" ldt = f(n)(b n'a) (fn( )(B!(b

a
t)" 1dt. En utilisant I'hypotrese de ecurrence pour remplacer cette dernere inegrale, on parvient,a l'aide d'une
cemarche similairea la question peedente, au esultat souh aie. Puis conclusion

Partie C ~
Ry (M (1) 1Tt . : ;
1. Pour tout n > O; (b t)dt= e'(b t)dt (d'apes la partie A, f(M(t) = exp™(t) = exp(t) = €&).
7 a(n 1) (n 1) ,
1
Or: e'(b t)dt est un nombre eel (c'est une inegrale sur un intervalle ferme borre d'une fonction continue) et

0

. 1
lim =0. D'au le esultat.
nt +1 (n 1)
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21t
2. el=f()=f(0)+ fAO)L 0)+ f°‘(0)¥ sl 0 (tz(lb 9 gt
ZE \ ZLt @ (o '
=1+1+1 % +1 (—13 + f(tzl#dt = g + f(tzlﬁdt: En regligeant l'inegrale, on peut estimer
0 ' 0 '

8
qu'une valeur approctee dee! = 3

. 8 .
Remarquons qu'avec la calculatriceg®  2;72 et 3 2;67: 1l va de soi qu'en augmentant encore l'ordre, on accrot la

pecision (qui,a ce stade, est 10 ! pes). C'est somme toute quelque chose d'aiement programmale sur ordinateur!
Le seul probeme de cette formule est 'emploi den!, extrémement gourmand en nmemoire de calculs.

Solution exercice 6.4
Partie A

1.(a) Pour tout eel x, fqx) = ZCOS c+ ZX .

(b) On sait que la tangente enB, soit au point d'abscisse 0,a la courbe def , est horizontale. Donc :f%0) = 0 ,
—cosc)=0, cosE)=0.

4
Or:c2[0; =2]. Donc :c= >
2. ge plus, on a Iese%aliES suivantes : 5 §
fO) = 1 a+bsin(=2) = 1 atb =1 2a = 1+3 (L) (L1)+(Lyp)
§1‘(4):3’ a+ bsin(3=2) = 3 ° a b = 3" a b =3 '
a = 2
b = a 3= 1
Partie B

Remarquons que l'expression de la fonction est donree et mespond aux calculs meres. Yes!
1. Le rayon du cylindre estOB = 1. Sa hauteur estAB = 1. Son volume est donc 1 1=
2. La demi-sptere a pour dianmetre CE = 6 donc pour rayon R = 3.

Son volume est donc% g ¥=2 3F¥=18:.

- . 4 4
3. Le troiseme cylindre a pour volume : f (8=5)? = = (2 cos(85 =4))? = 7;19.
. . 4 . .
Pourquoi f (8=5) ? Parce que chaque cylindre a pour hauteu%. Le rayon du premier cylindre est doncf (0), le rayon
du secondf (4=5), le rayon du troiseme f (8=5).
La suite du calcul est lais® au lecteur courageux et calculateur.
4. (a) On sait que 2 cos(X) = 2(cos(x)? sin(x)?) d'apes les formules de duplications.

Donc : cos(X) = cos?(x) (1 cog(x)=2cos?*(x) 1, 2cog(x)=1+cos(2x), coF(x)= “LZS(ZX)_
Z 4 Za Za Za 1+ cos(x = 2)
(b) 1 =  f(x)%dx= (2 cos(x=4))%dx= 4 4cosk=4)+cos’(x=4)dx = 4 4cosk=4)+ ——— —dx =
0 0 0 0

16 2 4
4x —sin(x=4)+0;5x+0;5—sin(x=2) =16+0+2+0 [0]=18.
0
Donc : le volume de la section griee est 18.

On en ceduit que le volume total de I'ampoule est +18 +18 =37 unie de volume.

Solution exercice 6.5
Cet exercice n'est pas du tout de moi, ce qui explique qu'il soit tes len fait :)
Suivez pasa pas lesetapes et vous arriverez sans sourcilleraamontrer les esultats que vous connaissez depuis le colege,

a savoir : )
Aire de la base  hauteur

le volume d'un cobne est 3
le volume d'un pawe droitest L | h.

Solution exercice 6.6

Cet exercice n'est pas du tout de moi, ce qui explique qu'il soit tes lien fait :) Pour bien le comprendre, il est en revanche
peu ou prou indispensable d'avoir I'exercice peedent et de faire &s dessins.

Partie A

L'aire d'un cercle est donre par R 2. Sur le méme moctle que I'exercice peedent, on va sommer lesolumes des cylindres
de hauteur dx et d'airea la base (f (x))?. R

D'ai la formule (on rappellea toute n utile que signi e "somme").

Partie B

z 5
1. C'est un cylindre de rayon 2 et de hauteur 5, de volume 22=20 .
0
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Zs h s 495
2. C'est un cone (la pointe esta l'origine du repere), de volume x2 = §x3 = 3
0
"Zs 590
3. C'est une partie d'un cone (la pointe est trongiee), de volume 4x°% +2x + 1dx = = 3
0

4. C'est une splere de rayon 1. En e et, sif 4(x) = P 1 (x 1Zalorsfs(x)2=1 (x 1)?soit(x 1)2+f4(x)2=1,ce
qui est lequation d'un cercle. En faisant pivoter la courbe def (un arc de cercle donc) autour de I'axe des abscisses,
on obtient donc uZne splere.

1 Z, . 3 1
X 2
Son volume est : 1 (x 1)»)dx= (2x x%dx= x? 3 T3
Z, In(x)2 e i
5. Son volume est : dx=  ZInx)® ==
1 X 3 ;. 3
Solution exercice 6.7
1. Voir exemple. P
2. En posantu = sin(x), on a alorsdu = cogx)dx. De plus, quandx = =3,u=sin(=3)= 3=2etquandx = =6,
u=sin(=6)=1=2.
Z .4
cogx)
J = X
5=6 Cco(x)
_ =% cogx)
- 1 sin2(x)
25 (9
= Ldu
N L
= :::(voirexemple) o
= [0;5In(1+u) 05N )], 2
Z 0;768 z Z Z
3. K= e 1exdx— " u 1du— Turl 2 du = eu+1+ 2 2du
T, ()2 + e T, ud+u 0, u2+u u(u+l) 4, u?+u u+l u

= In(u?=2+u)+2In(u+1) 2In(u) ;
Le lecteur amoureux de valeurs peut bienevidemment terminer le ckul. :-)
4. Siu = sin?(t), quand u=0 alors t =0 et quand u =1 alors t = > (il faut choisir un intervalle sur lequel t 7! sin?(t)

est bijective, c'esta dire ici strlcteénent monotone, pour que le tlieoeme du changement de variable s'applique).
De plus, du = 2coqt)sin(t)dt = uIO udt.

Donc:p—p—_ — =2dt.
1_u u
=2
Da: L= 2dt =

11.7 Equations dierentielles d'ordre 1

11.7.1 Partie cours

Solution exercice 7.1

1. D'apes le cours de terminales S, c'est la fonctiorexp : x 7! €*.

2.y:x7! 2. Eneet, y°:x 7! 2¢*. Doncy®=y.

3. f est cerivable comme compoe de fonctions cerivables suR et pour tout eel x, f (x) =2e**. Donc : f qx) = 2f (x).
De plus,f (0)= € %= e’ =1.

g:x 7! 3¢* convient.

h:x 7! €% 1;5 convient puisqueh est clairement cerivable sur R et que pour tout eel x, hqx) = 2> tandis que
2h(x)+3=2(e* 1,5+3=2e* 3+3=2¢*.

S

Solution exercice 7.2
1. Note :a pesent et jusqua la n des exercices de ce chapite, on ne pecisera plus que les fonctions sont cerivablegtant
donre qu'elles seront toutes des fonctions cerivables scome composes de fonctions derivables et/ou par operatons
sur les fonctions cerivables.
Pour tout eel x, f9x) af(x)= cag® ace™ =0 doncf est bien solution.
2.(a) Remarqguons qu'avec la question 1, on sait que I'ensembld est e ectivement non vide.
Pour tout eel x, 9x) = fqx)e & f(x)ae & = e &(fYx) af(x)). Or, f est solution de () donc f qx)
af (x) = 0.
Donc: Yx)=0 etainsi est constante surR.
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(b) De plus, (0) = f (0).
Donc, pour tout eel x, (x)= (0), f(x)e *=f(0), f(x)=f(0)e .

Solution exercice 7.3
Il y a deux pointsa cemontrer ici : I'existence et l'unicie. Pour I'ex istence, il sut d'en trouver une. Pour l'unicie, on

suppose qu'il y a deux et paf ce sont les mémes.

Essayez par vous-mémea partir de ces indications.

? Existence v

Remarquons que la fonctionf x 7! ea—foeax est une solution de H) weriant f (Xp) = yo. Donc l'existence est assuee.

? Unicie

Soit f et g deux fonctions solutions deH (il existe donc ¢ et d deux eels tels quef : x 7! ce®™ et g: x 7! de®) telles que

f (X0) = Yo = 9(Xp). On en ceduit aiement que c= d et donc quef = g, d'ai l'unicie.

Solution exercice 7.4

1.(a) f est solution de H1),9 c2 R :f :x 7! ce¥.
(b) De plus, sif (0)=5, 5=cief :x 7! 5,

2. Cela revienta esoudre (H,) avec comme condition initiale gq0) = 42.
(H») estequivalentea y°= 3;5y.
Donc il existec2 R tel que g: x 7! ce¥>*.

42
Donc:g{0)=42, c= —— =12.
g%0) 35
Donc : g:x 7! 12835,
Solution exercice 7.5
1. Imnediat, en calculant d'une part f et d'autre part afo + b.
2.(a) Cela revienta montrer que f °= af .
Onsaitquef= ©° f§
Or fo est constante (doncf$=0) * et est solution de €) donc °=a + b
b
Donc:f%=a + baf + fo)+ b= af + afg+ b= af + a = + b= af.

Donc f est solution de H).

(b) Comme f est solution deH, il existe c2 R tel quef : x 7! ce.
Comme =f + fg, on en ceduit que : x 7! c€ + fo(x).

Solution exercice 7.6
Est-ce vraiment la peine de mettre un corrige ?

Solution exercice 7.7
Voir la correction de l'exercice 6.3, ce sont exactement les mémesadds.

Solution exercice 7.8
? Commercons par ceterminer une solution particulere f telle que f soit une fonction constante.

. 6
Il faut que I'on ait pour tout el x : fd(x) =3fo(x) 6, 0=3fg(x) 6, fo(x)= 3 =2.
On \eri e aiement fq:x 7! 2 est bien une solution particulere de (E3z).
? Resolvons lequation homogene (H3) : y°= 3y assoceea (Es).
Soit f une solution de (H3). Il existe doncc2 R tel quef :x 7! ce¥.
?Donc: :x7! 2+ ceX.
Or: =1, 1=2+ce", c= e 4
Dar: :x7!'2 e 4e?.
Attention au pege dans cet exercice, qui consisteraita ¢ hercher trop 6t ¢!
En e et, on ne cherchec qu'en toute dernereetape, lorsque la forme de la fonction chectee (ici, ) est connue.

11.7.2 Partie exercices

Solution exercice 7.9

1. Ce fait bien en calculant.

2. En esung, il faut donc esoudre lequation u®+ 10u = 100, soit u®= 10u + 100, avec comme condition particulere.
Le cetail desetapes est lais®a la lectrice.
En esune :
? Up = 10 est une solution particulere.
?f :t7! ce 1% est la forme gererale des solutions de lequation (H) : u®=  10u, qui est lequation homogene assocee.
?Donc:u:t7! 10+ ce %, LA condition initiale u(0) = 0 nous assure quec= 10 etdonc queu:t 7! 10 10e 0,

4. Ceci est un abus de notation, signi ant que fg est la fonction constante nulle.
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3. ?2 uqt) =100e 1° > 0 doncu cro strictement.
? Commexlgm € =0, on en ceduit sans grande di cule que !i|m+1 u(t) = 10.

La tension aux bornes du condensateur ne fera gu'augmenter jgsa atteindre 10 volts.
In(0; 05)

4. u(t)=0;95E, 10 10e 0t =9;5, :::t= T

parle delectricie, .

5. Pour la esoudre, repartir de lequation de base RCu®+ u = E et travailler tout le long avec des lettres.
On trouve ug = E comme solution de lequation particulere, f : t 7! Ke ©(RC) comme solution de lequation
homogene (avecKk 2 R)etu:t7!' E Ee F(RC) comme solution gererale.
La eponse, pour avoir un temps de charge de (6s (c'esta-dire u(0;6) = 9;5, que je vous laisse esoudre), est
~ CIn(0;05)
et R s'expliquant par I'approximation e ectiee a la question peede nte, fort heureusement gomnee par I'emploi
judicieux des chi res signi catifs). C'est amusant, pour doubler le temps de charge, il faut doubler la esistance :)

0; 3 secondes. Ca va tes vite!... Bon, en méme temps, on

2:10° , soit une esistance deux fois plus importante que la esistance initiale (lecart entre 2 10°

Solution exercice 7.10

1. N :t 7! Noe L2097 10 “t,
2. N(10000) = N (10%)  0; 298N,.

3. 0:5Ng = Nge %2097 10 “Tio  -ooT, = % 5730

4, Atte?ti%n,ogi 95% est perdu, cela signie qu'il en reste 5% = Q05!. Soit 0,05Ny = Noe 12097 10 *T — ...T =
% 24800

Solution exercice 7.11

1. Une solution particulere est yp = % = 20 et la forme des solutions de lequation homogene assoceea (E) est

f:t70 e 0% o 2R.

gestdonc de laforme:g:t7! e %% +20. 0Or: g(0)=100( =80 doncg:7! 80e %%t +20.
In(17=80)

004 39.

Le plat ne pourra donc étre toucte qu'au bout de 39 minutes.

2. On peut de manere touta fait pertinente faire I'hypothtese q ue la temgerature de la pece est la temperature du plat
au bout d'un temps tes long. La limite de getant 20 @ montrer), la temperature dans la cuisine est de 20 C.

? Ainsi, g(t) 6 37, :it>

Solution exercice 7.12
1. Et si vous n'y arrivez pas, ouvrez un livre de physique. Nous somas ici pour faire des maths, diantre! :)
: E E _
2. Vous devez trouveri :t 7! — —e REL
R R
Solution exercice 7.13
1. D'une part,fJ(x) = :::= e (2ax? + x(2b+2a)+2c+ h).
D'autre part, 3fo(x) + (3 x% +1) e = e (x?(3a+3)+3 bx+3c+1).
Pour avoir legalie, il faut donc que I'on ait :

2a = 3a+3 a = 3
2b+2a = 3b , b = 2a= 6
2c+b = 3c+1 c = b 1= 7

Ainsi, si fg est solution, alorsa= 3,b= 6etc= 7.
Reciproquement, sifo: x 7! €( 3x2 6x 7), on \eri e facilement que f, est bien solution de E).
2. Soit une solution de E).

Soit f = fo.
On montre quef est solution de lequation homogene assoceey®= 3, i.e. il existe c2 R tel quef :x 7! ce¥.
Daw = f + fg et on conclut. Bim!

Solution exercice 7.14

1. Vrai car u ne s'annule jamais.
2. u est solution de E) , u9qx)=2u(x) 3u(x)?.

1 w9(x)
I = —— = ——-.
Or, pour tout eel x, u(x) W) donc u9(x) W2(x)
- . wo_ 1 1 0 0 ,
Ainsi : u est solutonde E), —=2— 33—, w’'=2w 3, w'=3 2w, w estsolutionde ).
w w w
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3. w est donc la solution de ) telle que w(0) = = 4. Apes esolution, on trouve w:x 7! 2;5e > +1;5.

o
2;5e 2x+1:5°

1
u(0

Donc :u:x 7!

Solution exercice 7.15

1. Se montre bien par implication eciproque.

2. On trouve une solution particulere puis la forme de solution de I'equation homogene et on trouve la solution gererale :
z:t7 keF20+3, k2 R.

3. D'au le esultat en passanta I'exponentielle dans legalie g=In(f).
4.(@) f 171" Orf(0)=1, :::k= 3.Donc:f :t7! e 3 73

(b) Uneetude du signe de la cerivee permet de facilement montrer que la fonction est strictement decroissante et donc
gue I'e ectif de la population ne cessera de baisser.
(c) La limite, par composes successives, est'g +Ii1mf (t) = Xllirln e® = 0. La population animal est donc amerea

seteindre. Snif.
(d) f(t) 6 0,02, ::it> 20In

ait moins de 20 d'animaux.

. <
3 In(0;02 . .
L 16;693. Cela correspond au temps en anrees recessaires pour quyil

Solution exercice 7.16

La section 'equations dierentielles d'ordre 2" est laiseea l'app eciation du lecteur (les questions sont tes cetailkes,
laissez-vous guider). C'est un peu longa taper, des tonnes d'exeptes cetailes existent sur internet et si cep vous eussiss ez
lesequations dierentielles d'ordre 1, c'est cool!

11.8 Espace vectoriel

11.8.1 Partie cours

Solution exercice 8.1

1. Il faut reprendre la méme demarche que I'exemple peecdern.
02 R est lebment neutre pour I'addition, et pour tous eels x etx% x x=0, x+ x°2 R.
v De plus, 1 =1q est lekment neutre pour la multiplication.
~ Pour tous rationnels g et ¢° et pour tous eels x et X% q:(x+ x% = q:xx+ q:x% q:(x+ x% = q:x+ q:x% (q:P):x = q:(g®x).
Donc : R est un Q espace vectoriel.
¥ Alinverse, Q n'est un R-espace vectoriel. En e et, prenons unekment deR qui ne soit pas dansQ, par exemple®
- P 1
2. Soit 3 unekment de Q.
p_
Alors : Pal. —2
3 p3
2
Supposons que? 20Q.
p-

- . . 2 = 3 = )
Il existe alors p et g deux entiers premiers entre euxq 6 0, tels que 3 = g , P 2= =P ) P 22 Q, ce qui est
faux. p _
2
Donc 3 ZQ.
On a donc pu trouver (au moins) uneement de R qui, en multipliant un rationnel, donne un nombre qui n'est pas
rationnel.
Q n'est donc pas unR-espace vectoriel.
e <
| | |
2. 0 8 est lebment neutre pour l'addition de vecteurs (quel que soit le vecteur u ,! u+ 0 =0+u = u.;
v |
tu+(tuy=0)

Pour tout vecteur' u ef v,! u+v=v+uetu 'v estunvecteura 2 coordonres donc uneement de R2.
~ Voici pour l'aspect "somme".
¥ Soit k et k deux eels.
¥ On peut multiplier un vecteur par un eel en multipliant ses coordonrees par le eel. Tous les operations (distribu-
tivie, associativie) se \eri ent ainsi aisement
Par ailleurs, en multipliant un vecteur par 1 2 R, on garde le méme vecteur.
Voici pour l'aspect "multiplication”.
Donc : R? est un R-espace vectoriel

- P~ . . .
5. Remarquons que nous avons cemonte dans le chapitre 1 qu e 2 n'est pas rationnel... Mais alors, tout serait le ?? ?
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Exactement la m&me cemarche, en notant @ = (0; :::;0) lebment neutre pour I'addition et 'u= = (X1;::5;%n) les
vecteurs. Remarquons que I'on note alors les coordonrees descteurs en ligne, avec le symbole 'egal” entre le vecteur
et ses coordonrees.

La fonction constante nulle est lebment neutre pour l'addition, la fonction constante egalea 1 celui pour la
multiplication.

L'addition de fonctions f et g derivables est commutative (f + g = g+ f) et toute fonction cerivable a un oppos
v (f+( f)=0).

En multipliant une fonction cerivable par un eel, la fonction reste d erivable. On peut aiement de fait obtenir
l'associativie et la distributivie.

L'ensemble des fonctions cerivables deR dansR est donc bien unR -espace vectoriel.

Solution exercice 8.2

Comme toute fonction cerivable est continue, D  C.

* f :x 7! x est uneement ® de D donc D 6 0.
¥ Soit (; )2 R?, soit’ (f;g) 2 D2.
¥ Alors f + g estune fonction cerivable, d'apes les operations usuelles sur ls fonctions cerivables.

Donc : D est un R-sev deC.

Solution exercice 8.3

1.

3.

4.

Soit A un sev deE. Soit a2 A (existe car A est non vide.
La deuxeme caractrisation nous assure que a2 A.
Donc: 0z = a+( a) 2 A toujours d'apes la deuxeme caracerisation.

A\B A E.DoncA\ B E.
" 0g 2A;0e 2B donc 0= 2 A\ B doncA\ B 60.
¥ Soit a et bdeuxekments de A\ B. Alors a et b sont aussi deuxekements deA.
Donc, commeA estunK sevdeE, pourtout et deK, a+ b 2A.
On montre de méme quea + b 2 B.
Donc: a + b 2 A\ B.
Toutes les items de la ®® carackerisation des sev est \eriee.
¥ Donc : A\ B estun sev deE.

Exactement la méme cemonstration que la question davant ave éxlas trois petits points ou par kecurrence surn
('reedie utilisant la question d'avant et le fait que 6i6n+1 Ai = 1sien A\ An).

Notons que, comme intersection de sewect(A) est un sev deE d'apes la question peedente.
¥ Soit B un sev deE contenant A.
¥ Soit a 2 vect(A). Alors a2 B par & nition.
Ceci valant pour touteement de A, vect(A) 2 B.
Donc vect(A) est un sev deE plus petit que tout sev de E contenant A.
Il restea \eri er qu'il contient e ectivement  A.
¥ Soita2 A.
Soit (Bi)isisn la famille des sev contenantA.
Comme, por touti 2 [1;n], A B, alorsa2 B;.
Donc:a2 4,6, Bi = vect(A).
Ceci valant pour touteement de A, on en conclut queA  vect(A).
vect(A) est donc bien le plus petit sev deE contenant A.

Solution exercice 8.4

1.

?lci, E= R, quiestunR ev.

De plus, pour tous eels (x;y) 2 R?, pour tous (b;9 2 R?, f4(bx+ cy) = a(bx+ cy) = abx+ cy = b(ax) + c(ay) =
bfa(x) + cfa(y).

f 4 est donc une application lireaire allant de E versE.

C'est donc un endomorphisme.

? Pour a6 0, f, est strictement monotone etim (f;) = R doncf, bijective.

Comme elle est de plus lireaire, elle est alors un automorphisme.

? En revanche, poura =0, fq est la fonction constante nulle. En particulier, Im (fo) 6 R. La fonction n'est donc pas
bijective. Elle n'est donc qu'un endomorphisme.

. ?lci, E= R?etF = R. CommeE 6 F, on sait d'ores et cep que I'on ne pourra pas parler d'endomorphisne (pour

ces derniers, I'espace de ceparkE et I'espace d'arrive F doivent etre les mémes).

. Soit (X1;X2) 2 E?. Il existe (x1;y1) 2 R? et (x2;y2) 2 R? tels que X1 = (X1;y1) et X2 = (X2;Y2).

Soit de plus (a;b) 2 K?2.

6. on aurait pu choisir n'importe quelle fonction cerivabl e de R dans R, comme la fonction constate nulle ou la fonction exponentie lle... Mais
pas la fonction logarithme regerien, qui n'est ¢ ni que sur]o;+1 [
7. Attentiona I'ordre desetapes : il faut dea s'assure r que D est non vide avant de consicerer deseements f et g de D.
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Le but de la question (qui semble compliqiee de prime abord mais qui re ealie est tes simple) est de montrer que
g(aX, + BX ) = ag(X1) + bgX7): Essayez de faire par vous-méme, pasa pas,a partir de cette iication.

? Remarquons que le vecteuaX 1 + bX, a alors pour coordonree$ (ax; + bx;ay; + by).

Alors : g(aX1+ BX ) = g((ax1+ bxp;ays + by)) = axy+ bxa+ ay1 + cy» = a(x1+ y1)+ b(xz + y2) = ag(X1)+ bgX2):
Ainsi, pour tout couple (X 1;X2) 2 R2, pour tous eels a et b, g(aX1 + BX ) = ag(X1) + bgX>):

Donc : g est bien une application lireaire.

Solution exercice 8.5

Pour montrer que Ker (f) Ker(g f), il faut montrer que touteement du noyau de f est aussi uneement du noyau
deg f, c'esta dire montrer que six 2 E wrie f(x) =0, alorsg(f (x)) =0¢.
Essayeza partir de h, vous verrez, c'est tes simple!

Soit donc x 2 Ker ().

Par ¢k nition, f (x)=0¢g.

Donc:g f(x)= g(f(x)) = 9(0e)=0F.

Doncx 2 Kef (g f).

Ceci valant pour tout x 2 Kef (f ), on en conclut queKer (f) Ker(g f).
Montrons cesormais quelm (g f) Im(g). C'est la m&éme cemarche que le point peedent.
?Soity2Im(g f).

Il existe alorsx 2 E tel quey =g f(x)= g(f (x)).

Or:f(x)=z2F.

Donc : il existe z 2 F tel quey = g(2).

Donc :y 2 Im(g).

Ceci valant pour touteement y delm(g f), on en ceduit que Im(g f)= Im(g).

Solution exercice 8.6

1.
2. Le sens direct est 8i f est injective alors ker(f) = fOzg". On va proeder par double inclusion pour montrer le

Voir I'avant-dernere remarque.

esultat.

?O0nsaitccpque f(0g)=0¢.

Donc fOg g 2 ker(f).

? Soit cesormais x 2 ker(f).

Donc : f(x) =0k.

Ainsi, f (x) = f (Og).

Commef est injective, on en ceduit que x =0g.
Donc ker(f) f Ogg.

? Ainsi : ker(f) = fOsg

. Supposons cesormais quéer(f ) = f Oz g et montrons quef est injective.

Soit x et x° deuxekments de E tels quef (x) = f (x%. Montrons que x = x°
L'astuce ici est de calculerf (x) f (x9. Essayez, vous verrez!

Ainsi 10 = f(x) f(x9=1f(x x9 parlirearie de f.

Doncx x°2 ker(f).

Or : ker(f) = fOg0.

Donc:x x%°=0g i.e.x= xO

Ainsi, si f (x) = f (x9, alors x = x°.

Ceci valant pour tout (x;x% 2 E2, on en conclut quef est injective.
? Lequivalence est donc bien cemontee.

Solution exercice 8.7

1.

Soit (a;b) 2 R R et (X1 =(X1;y1); X2 =(X2;y2)) 2 R? R?2.
Montrons que g(aX1 + bX3) = ag(X1) + bgX»).
Essayez par vous-mémea partir de &, c'est exactement le méra cemarche que I'exercice &.

On peut commencer par remarquer que d'apes les operations hhituelles sur les vecteurs, le vecteuaX; + bX; a
¥ pour coordonrees @x; + bxy;ay; + by)

Donc : g(aX1 + bX3) = g((axy + bxo;ay:r + by)) =3i(axy+ bxo) = a 3ix;+ b 3ixy = ag(X1) + bgXy).

Ceci valant pour tous eels a et b et pour tous vecteursX; et X, I'application g est lireaire.

Comme elle va deR? dans C, on note celag 2 L (R?;C).

8. Cela correspond aux ogerations usuelles sur les vecteur s. Si vous prenez un vecteur #(3;4), le vecteur kd a pour coordonrees (3 k; 4k). Méme

principe ici et méme principe pour la somme.
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2. Pour montrer que g n'est pas injective, il sut de trouve unekment de R? qui ne soit pas le vecteur nul (0;0) tel
gue son image parm vaille 0.
Pour montrer que g n'est pas surjective, il sut de trouver uneement de C qui n'est pas d'ane@dent par g.
~ Essayeza partir de &.
¥ g(0;42)=3 i 0=0.
¥ Donc : (0;42)2 ker(Q).
Comme (0;42)6 0r2 = (0;0), on en ceduit que le noyau de g n'est pasegala Og-.
g n'est donc pas injective d'apes le treoeme pecdent.
Remarquons que I'ensemble des imagésm (g) est inclus dans I'ensemble des imaginaires purs (en ealige, ils sont
¥ egaux mais peu importe ici).
Donc : g(X) = 42 n'admet aucune solution.
Donc, d'apes le tteoeme peedent, g n'est pas surjective.

3. Comme elle n'est pas injectiveg n'est a fortiori pas bijective. °

Solution exercice 8.8
Rappelons queA est un sev deE si et seulementsiA E, A6 ;,8(a;b) 2 A%;8(; )2K? :a+ b 2A.

1. f(A) F de manereevidente.
* Si A estun sev deE, alors 0= 2 A.
Doncf (0Og) =0f. Ainsi, pour y =0 2 F, il existe bienx =0g 2 E tel quef (x) = y.
Doncf (A) 6 ;.
Soit (y1;y2) 2 f (A)? et (; )2 K2
Commey; 2 f (A), il existe x; 2 A : f(x1) = y1. On a de mémef (x2) = y».
Ainsi: iyi1+ iyo=f (X9)+ f (X2)= f(:x 1+ :X)parlirearie de f.
Or, commeA estun sevdeE, x 1+ X 22 A.
Donc: :y1+ yo,=f(x1+ x32)2f(A).
Ceci valant pour tout (y1;y2) 2 f(A)? et (; ) 2 K2, on en conclut, d'apes la caracerisation des sev, queA est
bien un sev deF.

2. Meéme principe. Non vide car @ 2 f 1(B). Inclus dans E evidemment. Et f(x 1+ x2)= f (x1)+ f (x2) 2 B car
B estunsevdoncx 1+ X2 f (B). Eton conclut.

Solution exercice 8.9
ker(h) = f (fOrg) et fOr g est un sev deF donc d'apes le point 2 de la proposition peedente, ker(h) est un sev deE.

Solution exercice 8.10
Méme chose que I'exemple, aved = vect(1;0;0), B = vect(0; 1;0) et C = vect(0; 0; 1).

11.8.2 Partie Exercices

Solution exercice 8.11 |

vect(1;0) est I'ensemble des vecteurs colireaires au vecteluu =(1;0).
vect(2;0) est I'ensemble des vecteurs colireaires au vecteur = (2;0).
Or ces deux vecteurs sont colireaires entre eux.

Donc : vect(1 ;0)=vect(2;0).

Solution exercice 8.12
Pour chacun des deux cas, il faut utiliser la caracerisation des se dans la partie 3.
Detaillons & ici pour F, G est laisea l'appeciation du lecteur.
f:x7'x2werie f(0)=0doncf 2 F etdoncF 6 ;.
¥ F est trivialement une partie de I'ensemble des fonctions d&® dansR.
¥ Soitf et g deuxebments de F, soit et deux eels.
¥ Soith:x 7! f (x)+ g (x). Montrons que h est uneement de F. Remarquons d'ores et cep qu'il s'agit d'une fonction
de R dansR.
Or:h(0)= f (0)+ g (0)= 0+ 0=0.
Donc:h2F.
D'apes la caracerisation des sev, on en conclut queF est un sev de I'ensemble des fonctions d@ dansR.

Solution exercice 8.13

la encore, on va utiliser la caracerisation des sev.
B D de manere triviale.

v f 1t 7! e® est une solution particulere de (H) donc B n'est pas vide.

¥ Soient (f;g) 2 B2, (; )2 R?.

Y Soith:x7! f (xX)+ g (X).
Remarquons queh est cerivable sur R par operations sur les fonctions cerivables surR.
De plus, pour tout eel x,

h) = f )+ g¥x) = af (x)+ ag(x)= a(f (x)+ g (x))= ah(x).

9. Cette phrase marche aussi en remplacant “injective" par  "surjective". Rappelons en e et qu'une application est bij  ective si elle esta la fois
injective et surjective. la, elle n'est ni l'un ni l'autre!
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Donc:h2 B.
Puis conclusion.

Solution exercice 8.14

1. (a) Certainement pas, quelle icce saugrenue!
(b) f(x)=0, x?+1=¢€, x2=0, x=0.

On ne peut pas conclure sur l'injectivie de f a ce stade puisquef n'est pas lireaire.

Pour montrer qu'une fonction de R dansR est injective, il faut montrer qu'elle est strictement monotone et donc
etudier ses variations!

Or, letude de ses variations (laiseesa la lectrice) montre quef decrotsur] 1 ;0] et crot ensuite.

f n'est donc pas monotone : elle n'est donc pas injective.

2. (a) Méme principe que pour les autres.

8§
o . A 2x+y z =0 zZ = 2Xx+y
(b) X —(X,yaZ)Zker(g) 18 (2X+y ZX y+3z)_(010)é X y+3z = 0 ’ X y+3(2X+Y) =0
8§ 2, - 4 _ 3 < x = 2
= = —=yty=gy
7§ i 2x2+y o [ 7,y = 7t avecy=T7t2R.
- g Tx o= =y z = 3t
On reconna la repesentation paranetrique d'une droite passant par I'origine O(0; 0; 0) (ce qui fait le lien avec les
fonctions lireaires... Incroyable!). 8
< X = 2t
Le noyau deg est donc la droite dont une repesentation paranetrique est, 'y = 7t ;t 2 R etn'est donc
"z = 3t

pas eduit (0;0; 0).
g n'est donc pas injective.
3. Il s'agit pour cela de montrer que l'application est lireaire, injective et surjective. Essayeza partir de &.
Pas de probeme pour l'aspect lireaire, on a dep fait des cas similaires. Il faut consicerer C et R comme desR -ev.
v z=x+iy 2 ker(h), h(z)=0g2, (xy)=(0:;0), z=0.
¥ Donc : ker(h) = fOr20.
Donc : h est bien injective.
Soit (x;y) un couple de eels et soitz = x + iy. Alors : h(z) = ( X;y).
* Toutekment de I'espace d'arrivee a donc un aneedent : h est donc surjective.
On en conclut queh est bien un isomorphisme.
¥ A noter que ce n'est pas un automorphisme car les espaces de dzpat d'arrivee sont dierents.

Solution exercice 8.15

1. Soity 2 Im (f + g). Il existe donc x 2 E tel que (f + g)(x) = y soit f (x) + g(x) = v.
Or:f(x)2Im(f)etg(x) 2 Im(g)doncy2 Im(f)+ Im(g).
Ceci valant pour tout y 2 Im (f + g), on en conclut quelm(f + @) Im(f)+ Im(Q).

2. Soit x 2 ker(f)\ ker(g).
Alors en particulier x 2 ker(f) donc f (x) = 0.
De méme,g(x) = 0.
Donc: (f + g)(x)=f(x)+ g(x)=0+0=0.
Donc x 2 ker(f + g).
Ceci valant pour tout x 2 ker(f )\ ker(g), on en conclut queker(f)\ ker(g) ker(f + g).

3. Quelques pistes pour la esolution pour commencer. Quand il s'ayde montrer une equivalence qui n'est pas simple
comme c'est le cas ici, une technique ®cure est de d'abord montrée sens direct puis le sens eciproque (ou l'inverse,
mais en tout cas de faire un sens puis l'autre).

De plus, on doit montrer des egalies d'ensemble. Pour cela, une atre technique scure est de montrer que chaque
ensemble est inclus dans l'autre (rappel de la nethode vue au chapié 1 : soitx 2 A. On raisonne et on montre que
x 2 B. Ceci valant pour tout x 2 A, alorsA B. Puis soity 2 B.... doncy 2 A donc....B  A. Donc, par double
inclusion, A = B.)
Bref, c'est une question qui prend du temps. Cependant, si on &compose proprement lesetapes et le raisonnement,
vous pourrez constater qu'il n'y a nalement pas de di cules part iculeres. Essayez, vous verrez!

Montrons que ker(f) = ker(h f)) Imf \ ker(h) = fOsg.

¥ ? Remarquons que l'on imnediatement le fait quefOzg Imf \ ker(h). Montrons desormais l'inclusion dans

l'autre sens.

? Soit doncy 2 Imf \ ker(h).

Commey 2 Im(f ), il existe donc x 2 E tel quef (x)=y.

Commey 2 ker(h), h(y)=0¢.

Donc : Og = h(f (x)) = h f(x).
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Donc : x 2 kerh f.

Or: kerh f = kerf.

Donc : x 2 kerf .

Donc:f(x)=0¢ i.e.y=0¢.

Ceci valant pour tout y 2 Imf \ ker(h), on en ceduit que Imf \ ker(h) f Ogg.
Par double inclusion, on a alors qudmf \ ker(h) = fOgg.

Le sens direct est cemonte, yeah! Passons au sens eciprag !*°
Reciproquement, supposons qudmf \ ker(h) = fOg g et montrons queker(f) = ker(h f).
? Soit x 2 kerf .

Alors f (x) =0f.

Donc:h f(x)= h(f(x))= h(Og)=0¢.

Ceci valant pour tout x 2 kerf , on en deduit que kerf  ker(h f).

?Soitx 2 ker(h f). Alors: h f(X)=0f i.e.h(f(X))=0¢f.

Donc : f (x) 2 ker(h).

Or:f(x)2Imf .

Donc :f(x)=0¢g.

Donc : x 2 ker(f).

Ceci valant pour tout x 2 kerh f, on en deduit que ker(h f)  ker(f).

Par double inclusion, on en conclut queker(h f) = ker(f).

Finalement, par implication eciproque, nous avons bien cemontre lequivalence souhait,a savoir ker(f ) = ker(h
f), Imf \ ker(h)= fOeg

Remarque : il y a souvent un sens, dans les inclusions, qui est simplea montrer et qui par ailleurs
est toujours vrai. L'autre en revanche est souvent plus tech nigue et fait appel aux sgci cies de la
question. De toute facon, dans une @émonstration, il faut a un moment oua un autre utiliser toutes

les hypotteses!

4. Conseils globaux : ce sont les mémes nethodes que la questioe@dente. Je vais donc me permettre d'aller un chouia
plus vite.

Supposons que- = Imf + kerh.

?Soity 2 Im(h f).

Il existe doncx 2 E tel quey=h f(x)= h(f(x)) 2 Imh.

On en ceduit que Im(h f) Im(h).

? Soity 2 Im (h).

Il existe x 2 F tel que h(x) = .

Or: F = Imf + kerh.

Il existe donca 2 Imf et b2 kerh tel quex = a+ h.

Donc :y = h(x) = h(a+ b)= h(a) + h(b) = h(a) car b2 kerh (et par lirearie de h.

Or, a2 Imf donc il existec?2 E tel quef (c) = a.

Donc:y=h(f(c))= h f(c)2Im(h f).

? Par suite, Im(h) Im(h f)puisIim((h)=Im(H f).

Reciproquement, supposons qudm (h) = Im(h f) et montrons que Imf + kerh = F.

? On montre rapidement queImf + kerh F.

? Soity 2 F. L'icee est de trouver deuxebments y; 2 Im(f) et y, 2 ker(h) tels quey = y; + y,.

Bon, soyons francs, c'est clairement une question bien plus dicile qe ce que vous avez fait jusqua maintenant.
J'ai hesitea la laisser mais je trouve ineressant de vous pesenter des points astucieuxegalement.

Disons qu'il faut au moins essayer en remplacant ce qu'on a et en foant le destin.

? Commey 2 F, on peut calculerh(y) et h(y) 2 Im (h).

Or:Im(h)=Im(h f)doncilh(y)2Im(h f).

Il existe doncx 2 E tel que h(y) = h f(x).

Et c'est & le coup de genie!

? Ecrivonsy = f(x)+y f(x).

Alors f (x) 2 Im (f ). Il faudrait que y f (x) soit dans ker(h) pour pouvoir conclure. Pourvu que ca marche!
Eteneet, h(y f(Xx)= h(y) h(f(x))=h(y) h f(x)=0¢.

Donc:y f(x) 2 kerh.

? Ainsi, on peut bien cecomposely comme la somme d'unekment de Imf et d'unekment de kerh. Doncy 2
Imf + kerh et par suite F  Imf + kerh.

? Par double inclusion, on en conclut queF Imf + kerh

D'ai lequivalence cemontee par implication-eciproque.

Solution exercice 8.16
1. Soit :R?! R;(u;w)7'2u w.
On montre sans trop forcer que 2L (R?;R).
Alors A = ker( ) est un sev deR? d'apes l'exercice 6.9.
2.(a) L'icce de l'analyse est de se dire : "Bon, les solutions, si elles éstent, quelle sera recessairement leur forme ?

Essayons de voir cela.".

10. Et oui, nous n‘avons fait que la moite de la question. Du  nerf, soldat!



92 CHAPITRE 11. ELEMENTS DE CORRECTION DES EXERCICES

Soit donc (x;y) 2 R2.

On suppose qu'il existe @;h) 2 A B tel que (x;y) = a+ b

a est de la forme (;w) 2 R? avec 1 w =0 i.e. w = 2u soit encorea = (u; 2u).

De méme, il existek 2 R tel que b= (k; k) (tout vecteur de B est un vecteur colireaire au vecteur (1 1).

Qonc D (Xy) = (u;2u) + (k;k) = (u+ k;2u + k). On peut ecrire cela sous la forme d'un syseme : 8) :
X

y z 2uu++kk d'inconnue u et k.
8§ _ § _ § _
Alors : (S) X = u+k X = y x+k k = 2x vy
' y x = u (L) (L) (La) °’ u =y X ' u =1y X

Ainsi, si a et bexiste, alorsa=(y x;2y 2x)etb=2x vy;2x V).

(b) La syntlese, c'est l'inverse en fait. On va regarder si les solubns trouwes fonctionnent bien. N'ayez pas peur, ca
fonctionne tout le temps. Pourquoi le faire alors, me direz-vous ? Brrere sa cache un raisonnement en implication-
eciproque. Quand on esout uneequation, il y a toujours le petit symbole , qui se pronene. Ce n'est pas anodin!

Or, dans l'analyse, il y a du "Donc". Donc on perd lequivalence. Il faut donc \eri er que les solutions trouwees
fonctionnent bien.

Soit (x;y) 2 R2.
Posonsa=(y x;2y 2x)etb=(2x y;2x V).
Comme 2y x) (2y 2x)=0, a2 A.
De plus,b=(2x y)(;1) doncbh2 B.
Enn, a+ b=(y x+2x y;2y x+2x Yy)=(XY).
Donc: (x;y)= a= b2 A+ B. Ceci valant pour touteement de R?, R2 A+ B.
CommeA+ B R? R?=A+B.
3. Il restea montrer que A et B sont en somme direct. Pour cela, il sut de montrer que A\ B = f0g2g.
Bon, alors ckp et sans eort, fOrR=g A\ B:
Reciproguement, soit X =(u;v) 2 A\ B.
CommeX 2 B, u= vdoncX =(u;u).
CommeX 2A,2u u=0ie. u=0.
Donc X =(0;0) =0g=.
Ainsi, par double inclusion, fOg2g= A\ B:
On en conclut queA B = R?

11.9 Polynémes

11.9.1 Partie cours

Solution exercice 9.1
1. Sil'on consicere A= X2+1letB= X2+ X alorsA+B =X +1.
Ainsi, degA+ B) =1 < 2= degA) = max(degA); degB)).

2. Sil'un des deux polyndbmes estegala 0, la proposition estevicgente. Supposons-le tous deux dierents de 0. Supposons
de plus quedegA) > degB) (leurs rélesetant synetriques, on peut bien faire une telle hypottese).

deg(A) deg(B)
On note A = aXetB = b X P.
k=0 p=0
Pour tout p 2 [degB) ; deg(A)], p entier, posonshy, = 0.
deg(A) deg(B) deg(A) deg(A) deg(A) deg(A) deg(A)
Alors: A+B = acX k+ X P = aX K+ bpX P = acX k+ boX* = (ax+ b)X k.
k=0 p=0 k=0 p=0 k=0 k=0 k=0

Siageg(a) & bueg(a), alorsdegA + B) = deg(A). Sinon, degA + B) 6 deg/A) 1<deg(A).

Donc : deg A + B) 6 degA) = max(degA); degB)).

De plus, sideg/A) 6 deg(B), alors recessairement 06 ageg(a) 6 Iueg(a) = 0. Donc: deg/A+B) = max(deg(A); degB)).
3. Cela revienta multiplier tous les coe cients de A par . Si on multiplie par 0, tous les coe cients de A deviennent

nul donc A = 0 et donc deg/A) = 1 . Sinon, les nouveaux coe cients deA sont (a k)k2n , avec pour tout entier k,
ag 2 K.

4. 1l faut donc calculer AB tranquillement et \eri er que son coe cient assoce X “ estegala aghy + ajbs + apl, + azby +
aypy= 7 0+3 1+1 0+0 0+0 ( 4).

Solution exercice 9.2  Soit (A;B) 2 K[X1?, (k;k9) 2 K.

On reprend la cemarche de I'exemple 62, avec le polyndbme nul comme ekment neutre pour I'addition et le polyndbme
valant 1 commeekment neutre pour la multiplication.

Solution exercice 9.3

On reprend les notations de la ¢ nition peedente.
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1. degB) > 0 carB 6 0. De plus, commeB 6 0, A60 et L 60 donc deg/A) > 0 etdeglL) > 0.
Alors : degB) = deg/AL) = deg/A) + degL), degA)= degB) deglL)6 degB) cardeglL) > 0.
2. NotonsL et L°les poly,6mes tels queB = AL et A= BLC Alors : B = (BLYL = B(LL9.
Donc : degB) = degB(LL9) = degB)+ degLLY, degLL9 =0, deglL)+ deglL9 =0.
SiL ou L%est le polyndme nul alorsdeg(LL% = 1 , ce qui est impossible. Les deux polynémes sont donc non nuls
ici.
Dans ce casdegL) > 0 etdeg(L% > 0). Comme deg(L) + deg(L% = 0, on en ceduit que deg(L) = deg(L9) =0, i.e.
les polyndmesL et L°sont donc constants non nul.
Posons 2 K?telqueL = .AlorsB = A.

Solution exercice 9.4

1. Onelimine mondme par mondéme, en pensant au coe cient. Ainsi,on commence par retirerX 2 (X3 2X +3a notre
polynéme de base, ce qui donneX*+4X3 2X2 X 1. Puis on retirea ce dernier 4X (X3 2X +3), ce qui donne
4X3+6X? 13X 1. etc.

X5 +4X4  +2X3 +X?2 X 1 | X3 2X +3
(X5 2X3 +3X?) X2+4X +4
4X 4 +4X3 2X 2 X 1
(4x4 8X2 +12X)
4X 3 +6X 2 13X 1
( 4x3 8X  +12)
6X ? 5X 13

Au nal, X5+4X4+2X3+ X2 X 1=(X3 2X +3)(X2+4X +4)+6X? 5X 13.

On \eri e rapidement que les esultats sont colerents, en regardant la constante ( 1 =3 4 13 doncca marche)
et le monéme de plus haut dege K= X3 X2 doncca marche). Si I'on dispose de plus de temps, on n'resite pas
a cevelopper le esultat trouve @ la main oua la calculatrice si celle-ci dispose d'un logiciel de calculs formels) pour
\eri er que l'on retrouve bien le esultat de base.

2. Evident si on raisonne par implication-eciprogue (donc en montrant d'abord le sens direct, qui utilise I'unicie de la
cecomposition, puis le sens eciproque, qui utilise la ¢ nition de BjA).

Solution exercice 9.5 B = X2+2X +1=( X 1)2. Sinon, on peut retrouver les racines avec la bonne vieille technique
du discriminant!

Solution exercice 9.6
Notons le discriminant de C.
Alors =( 23% 4 6 21=25>0.

P= 23 5 3 7
Comme > 0, le polyndbme admet deux racines eelles distinctesx; = 2a =13 "3 et x; = 3
. 3 .7 . : —_
Les deux racines deC sont donc > et 3 Ce sont des racines simples, et leur multiplicie est donc 1.
° e <
. 3 7
On peut doncecrire C=6 X > X 3

Solution exercice 9.7
() ) Supposons que soit une racine deA et montrons queA( ) =0.
¥~ Comme est une racine deA, il existe L 2 K[X] tel que A = (X L.
Donc : A:x 7! (X )E(X).
Donc : A( ) =( )C( ) =0.
(( ) Reciproquement, supposons queA( ) =0 et montrons que est une racine deA.
~ Realisons la division euclidienne deA par (X ).
Alors il existe deux polyndmesQ et R, avecdedgR) < deg(X ), tel que A = (X )Q+ R.
Remarquons que puisqualeq X ) =1, le dege de R est au plus O : il s'agit donc d'un polynbme constant.
Or, A( ) =( )Q( )+ R( )= R( ).
Donc:R( )= A( )=0.
On en ceduit que R est le polynéme nul. Donc :A = ( X )Q.
Donc (X ) divise bien A.

Solution exercice 9.8

1. () ) Par ce nition, nous savons en e et qu'il existe un polynbme B tel A = (X )¥B.
Montrons par I'absurde que B( ) 6 0. Supposons doncB( ) =0.
D'apes la proposition peedente, il existe L 2 K[X]tel que B = (X L.
Donc:A=(X KX )L=(X )L,
Ainsi, (X )k*1 divise A, ce qui est en contradiction avec le fait que soit une racine d'ordre exactementk.
On en conclut queB( ) 6 0.
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Evident, par & nition.

Solution exercice 9.9

Pour I'reedik, on a quelque chose de la forme pour tout i 2 [1; n+1], i entier, & est une racine d'ordre au moins ;.
Y

D'apes I'hypottese de ecurrence, A= (X &) i Bi,a B;2KI[X]
i=1

Yl
Donc:0=A(an+1)= (an+1 &) i Bians.
i=1

Y
Comme les &) sont tous distincts, (an+1 &) i 60.
i=1
Donc : Bi(~)=01i.e. estune racine deB;. On peut doncecrire B; = (X an+1)B2.

Yl
OnsaitdoncqueA= (X &) i (X an+1)Ba.

i=1
Si n+1 =1, Bz ne sera pas divisible par X an+1 ) et la demonstration s'arréte k. Sinon, il sera divisible et on ier e
le processus n+1 fois.

Y
On en ceduit qu'il existe C = By, ,,, tel que A = (X &) i (X an+s) " C, ce quietait bien le esultat
i=1
souhait.
Solution exercice 9.10
X3 X3
degA) = degB) + i, degB)=0car n=degA)= i. D'au la conclusion.
i=1 i=1

Solution exercice 9.11

1.

Notonsz=re' ,r> 0. Alorsz*= 1, r*
Y Oor:rt=1, r* 1=0, (r)? 1°=0

A partir de h, essayez par vous-méme!

Doncr=1, (r? 1)(r?+1)=0, r? 1=0carr?+1>0, (r W(r#1)=0, r 1=0carr+1 >0, r=1.

€4 =1 € , r*=1et4 = [2].

= = + - = — 4+ — = - -
De plus, 4 21, 4 2k;k 227, ] k2, 73
Donc, modulo 2 , les valeurs possibles pour sont —, — + — = 3— 3—+ —= 5— et5—+ — = 7—
’ ’ P P 44 2 4’4 2 4 4 2 4
7 9 ) .
Remarquons que— + — = —, ce qui revienta — modulo 2 .
. . . 2 .2 _ 2 .2
Les quatre solutions de lequation sont doncz; =1 €74 = - ti5 2, =1 ¢e'74= - tiz
P~ P P~ P
z3=1 ¢€i=4= 2 i—2etz4=1 eiz“z—2 i—2
2 2 2 2

| Ces quatre solutions sont donc donc quatre racines desX # + 1 dans C[X ]. Comme c'est un polyndme de dege
4, il admet au plus quatre racines.
Son coe cient dominantetant 1, on en ceduit que X4 +1 =(z z) (z z2) (z z3) (z z) =
z ei=4 z e3i=4 z eSi:A z e7i=4 .
Il faut utiliser les identies remarquables a® + 2ab+ ¥ = (a+ b)? eta® P =(a b(a+ b:
¥ Ainsi,
X4+1 = X4+2X2 2X2+1
= X*+2X2+1 2X?2
(X?)2+2 X2 1+1%2 2X?2
(X 2 + 1) 2 25( 2
(x2+3a2 ( 2X)? D
(X2 T 2X +1)(X2+  2X +1)
On obtient ainsi une forme factorisee du polynéme.
On peut s'arréter & mais il est pertinent de tester si I'on peut encore simpli er lecriture. Notons le discriminant
des deux polynémes (oui, c'est le m&me, voyons!).
=2 4 1= 2< 0donc aucune racine eelle pour chacun d'entre eux donc on ne pépas dcomposer dans
R [X ] davantage. p_
On peut faire autrement gracea la question 1. Eneet, siP = X ? 2X + 1etait cecomposable dans R[X], par
unicie de la decomposition, alors I'un des facteurs de la cecompodtion dans C[X] diviserait P. Or chacun de ces
facteurs esta coe cients dans C et non dansR : ce ne sont donc pas des polynémes de[X].
On ne peut donc pas simpli er davantage lecriture dans R[X].

11.9.2 Partie exercices

Solution exercice 9.12

1.

On esout, comme dans I'exemple peedent,x® +27=0, x%= 27a l'aide de la forme trigonometrique.
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3 5 7 9 . P
2f— c - _ -2 .y 2: = > .
On trouve 5 6 2 66" 6getr 3soitr 3carr> 0
Y € p_._.S
Donc : X 8 +27 = X 3= 6,

k=0

. ; . . 2k
2. Cela revienta esoudre €" = ei0, ce qui donne = T; k2[0O;n 1]\ N.
y 1€ S
Donc : X" 1= X gken
k=0

Solution exercice 9.13

? Notons b et ¢ les complexes distincts tels queQ = (X b)(X ¢ = X? (b+ ¢)X + bc[Q est de dege 2 : on peut donc
lecrire sous forme factoriee]. En particulier, b+ c= a (E;) et bc=1 (E).

? P ayant les mémes racines qu®, il existe deux complexesl et e eventuellementegaux) telsque P = Q(X d)(X €)=
(X B(X (X d(X e=::=X* (b+tc+d+eX3+(ed+(b+c)(d+ e+ bdX? ((b+ c)ed+ bqd+ €)X + bced:
En utilisant lesegalies ( E;) et (E»), on peutecrire P = X* (a+ d+ e X3+ (ed+ a(d+ e)+1)X? (aed+ d+ €)X + ed:
g Enidentiant les coecientsavec P = X4+0 X3+§ X2 1 X + a, on obtient en particulier lesegalies suivantes

3 b+c = a(Ei) btc = a
b+ c+ d+ e = O(avec les coe cients de X 3) a+d+e = 0 A les li 1 et 2 btient lequati
3 aed+d+e = l(aveclescoecientsdeX) ' 3 a’+d+e = 1 vec fes fignes L et <, on oblient fequation
: ed = a(avec les constantes) : ed = a
de dege 2 ena suivante :a> a=1, a® a 1=0. D

5,

On trouve un discriminant de 5 donc deux possibilies :a =

Solution exercice 9.14

Dans C[X ], il existe trois complexesa, bet ctels quea+ b=1et P(X)=2(X a)(X b(X c)(car P estun polyndbme
de dege 3 et de coe cient dominant 2). En ceveloppant les deux premiers facteurs entre eux, en remplacanta + b par 1
et en ordonnant Ry on obtient P = 2X 3 g X 2(2c+2)+ X (2c+ ab) + abc Par identi cation des coe cients, on obtient le

< 2c+2 = 1 < € = 055
syseme suivant: 1+ ab = 7, ab = 8 etdoncd= 4.
abc = d " d = abc= 4

Solution exercice 9.15

Notonsn le dege deP. Le polyndbmeQ est donc de dege au plus. Or, pour tout entier k 2 [0;n], Q(kT) = P(kT) P(0)=
P(0) P(0) =0 (par periodicie de P). Donc Q admet au moinsn + 1 racines (en ealie une in nie!). Comme il est de
dege au plus n, on en deduit que Q est le polynéme nul. Ainsi, P(X) = P(0) et donc P est un polynéme constant.

Solution exercice 9.16

1. ca marche.

2. une ecurrence surn = deg(P) et tout se passe bien. On rappelle qud (K) est la cerivee ké™ de P. Ainsi, P@ est la
cerivee de la cerivee, soit au nal la cerivce de PM = PO PO est la cerivee de la cerivee de la cerivee, soit au nal
la cerivee de P®@ |

Par convention, P©@ = P et PM = PO
Voici les grandesetapes de la ecurrence.
Introduction de la propree

~ Initialisation
¥ Pour n =0, P est un polyndbme constant doncP(X)= ,a 2K.
XO P(k) a P(O) a
Or: @ ap=P @ a0 1= =px)
‘o k! 0! 1
Donc la proprete est vraie au rang 0.
Heedie

On suppose la propret vraiea un certain rang n.
Soit P(X) un polynébme de degen + 1.

1
Alors il existe (ap;::;an+1) 2 K"*? tel que P(X) = a X X
k=0
X1 X
Par ck nition, PYX) = ackx X 1= ac+1 (k + 1) X ¥ est un polynéme de degen, de c. On peut donc lui
k=1 k=0
appliquer I'hypottese de ecurrence.
X k X k+1 K1 k
Ainsi, PYX) = M(x a)k = M(x a)k = (P) (a)(x a)k 1
k! k! (k 1)
k=0 k=0 k=1
- X% (P)(a)
En primitivant (rappelons que (P)¥(a) est une constante pour toutk !), on trouve P (X ) = ! (X a)k+m,
k=1 '

a m est constante deK .
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Or : Si on calcule avec cette formuleP (a), les (X  a) faisant 0, on obtient P(a) = m.
D Xl X1
CI@ gy pay= T PL@ i PO g0 X )@

Donc : P(X) = ] ] 0 = W

(X a)k.

Conclusion

3. la-aussi, la ecurrence fonctionne bien. On ne pesente icique l'initialisation (pour n =1).
Comme a est une racine d'ordre 1, il existe un polyndbmeB tel que P(X)=(X a)B(X) et B(a) 60.
Alors P(a)=0et PAX)= B(X)+(X aBYX).
Donc : PYa)= B(a)+0= B(a) 60.
L'initialisation est donc bien \eriee. L'reedie fonctionne de la  méme manere.

Solution exercice 9.17
Pas du tout. Contre-exemple avecP (X)=(X 1)(X 2)etQ(X)=(X 1)(X 2)(X 3).

11.10 Espace vectoriel de dimension nie

11.10.1 Partie cours

Solution exercice 10.1  Au point sitiea l'origine.

Solution exercice 10.2

1. Il sut de choisir deux vecteurs non colireaires, par exemple t(2; 0) et vecu3; 0).
Alors : 34 2v=0g2. Il existe donc bien des eels =3 et = 2 non tous les deux nuls tels qued + v =0g-.
2. Soit! e; = (1;0;0), e(0;1;0) et e3(2;0; 1).
On montre assez aiement que &;; e;; €3) est une famille libre.
Soit u(x;y;z) 2 R3. Il faut montrer que u se cecompose en fonction des;, e, €.
Y Or?:(x 22)e + yer + zes = u.
Attentiona bien comprendre le dle des dierents lettre sici : e; est un vecteur; x est un eel.
(e1; &; €3) est donc une base d&R 3.

3. L'aspect gererateur estevident : on peut exprimer n'importe g uel polyndme de dege au plusn comme combinaison
~ lireaire de (1;X; ;X ™).
Par exemple, pourn=4: X3 7=0 X%+1 X340 X2+0 X+( 7) 1.

x

Soit ( o;:55 n) 2 K™ tels que XK =0:
k=0

En remplacant X par 0, on obtient que o =0.

X X
Donc : 0 kXK= X XK1
k=1 k=1

X
Comme X n'est pas identiquement nul, on en deduit que 0 = kXKL
k=1
De méme, on en ceduit que ; = 0. Par suite, on en deduit que pour tout entier k 2 [0;n], « =0.
Donc : la famille (1; X;:::;; X ™) est libre.
C'est donc bien une base.

Solution exercice 10.3

1.(a) Comme (g1;:::;€n) est une base, c'est en particulier une famille gereratrice, d'ai I'existence d'une telle famille.

X0 X0
(b) Supposons qu'il existe ( 1;:::; ) une famille debments de K tels quex = k€. Or: x = k €k -
k=1 k=1
X X0 X0
Donc : K€ = K€ (k  Kex=0kn.
k=1 k=1 k=1
Comme (g1;:::;€,) est une famille libre alors pour tout entier k compris entre 1 etn, k=0ie. k= .
D'ai l'unicie.
X
2. Reciproquement, supposons que pour toutx 2 E, il existe une unique famille ( 1;:::; ) tel que x = k €k
k=1

(&) Alors la famille (eq;:::;e,) est une famille gereratrice par ce nition d'une famille gererat rice.

11. Il faut choisir trois vecteurs non colireaires.

12. Rien de magique h-dedans. Seul e, a un coe cient non nul dans la deuxeme coordonrees. Pourt  rouver u, il faut donc multiplier e par vy,
la deuxeme coordonree de u. Méme principe pour la multiplication  zes. Le x 2z decoule alors : c'est le seul coe cient permettant d'obten  ir x
in ne pour la premere coordonree de  u.
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X
(b) Par ailleurs, soit ( 1;:::; n) 2 K" telle que k€ =0kn.
k=1
X
Or:0kn = 0 &.
k=1
Par unicie de la cecomposition, pour tout entier k compris entre [1;n], « =0.
(e1;:::;€,) est donc une famille libre.

La famille est donc libre et gereratrice : c'est donc une base.

Solution exercice 10.4
X3 2X2%2+7 4X =7 1+( 4) X+( 2) X2%2+1 X3+0 X%+0 X°.
Les coordonrees sont donc (7; 4; 2;1;0;0)2 R®.

Solution exercice 10.5
1. 1 (f1g est une base}® commeC et 2 (f (1;0); (0; 1)g est une base}* commeR -ev.
2. n+1, puisqu'il y a n+ 1ekments dans la base canonique (on va deX %a X ).

Solution exercice 10.6

1. Supposons qud- [f ug soit un famille libre. En particulier cela signi e que u 6 Og.
¥ Montrons par I'absurde queu 2 vect(F). Supposons donc quei 2 vect(F).
X
Alors il existe ( 1;:::;lambda) 2 K" tels queu = ifi, u ifi =0, ce qui est en contradiction avec le
i=1 i=1

fait F [f ug soit libre.

Donc : u 2 vect(F).

Reciproquement, supposons queu 2 vect(F).

La keciproque peut aussi se fairea l'aide d'un raisonnement par l'atsurde et est laiseea I'appeciation de la lectrice.

2. Le sens eciproque est immediat par ce nition de la base.

Supposons donc queard(F) = n.

Soit u unekment de E. Le but est de montrer queF est une famille gereratrice de E donc queu 2 vect(F). la
encore, nous allons proeder par lI'absurde... Essayez donc!

Supposons donc quel 2 vect(F).

Alors, d'apes la question 1 (le lemme), F [f ug est encore une famille libre.

Son cardinal est alorscard(F)+1= n+1 >n.

Or, d'apes le treoeme peedent, une famille libre de E a un cardinal d'au plus n.

On aboutit donca une contradiction.

Ainsi, u 2 vect(F) : F est donc bien une famille gereratrice deE. Comme elleetait aussi une famille libre, elle est
donc une base.

Solution exercice 10.7

1. Soit A est un ev etA\ B est un sev deA (voir chapitre sous les ev). Donc, d'apes la theoeme sur l'existence du
suppkmentaire, q_ sev deA suppkmentaire de A\ B comme sev deA, existe.
Alors A= A\ B C: D'au la conclusion.

2. Attention, ce n'est pas uneequation! C'est uneegalie d'ensembles.

3. Demontrons queB+ C A+ B etqueA+B B+ C.

CommeC sev deA, on alinclusionB + C A+ B,

¥ Soitx 2 A+ B. On va utiliser le fait que A= A\ B C. Essayer!

¥ Il existe donc(a;h) 2 A B telquex=a+ b
Ora2 A\ B Cdoncilexiste c;d 2 A\ B Ctelsquea= c+ d.
Donc:x=c+d+ b=(b+ ¢+ d.
Or:d2Ceth+c2Bcarc2A\ B B eth2B.
Doncx 2 B + C.
Ceci valant pour touteementde A+ B,A+B B + C.
On en conclut queB + C = A+ B.

~ De plus, soitx 2 B\ C.

¥ Or C est le suppkementaire deA\ B et est inclus dansA. L'intersection de B et de C est donc eduitea leement
nul.
DoncB C=A+B

L
4. Ainsi, dim(A+ B)= dim(B C) = dim(B)+ dim(C).
D'apes la question 1, dim(C) = dim(A) dim(A\ B).
Donc : dim(A + B) = dim(A) + dim(B) dim(A\ B).

13. En e et, pour z un complexe, ses coordonrees dans cette base seraient... (z).
14. En eet, pour z = a+ ib un complexe, ses coordonrees dans cette base seraient (a; b).
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Solution exercice 10.8
Bonne chance!

Solution exercice 10.9
Si F est de dimension nie, alors commelm (f ) est un sev deF, Im (f ) estegalement de dimension nie etrg(f) =
Y dim(Im(f)) 6 dim(F) (theoeme 8.13).

! k=1

Doncy=f(x)=f K& = kf (ex) (car f est une application lireaire).
k=1 k=1
Toutebment de Im (f) est donc exprimable en fonction d'une combinaison lireaire dekments de la famille G =

G est donc une famille gereratrice de Im (f ).

D'apes le treoeme 8 :7, on peut extraire une base de cette famillelm (f ) est donc de dimension au plus.
f est donc bien de rang ni.

CommeF est de dimension in nie, on aevidemmentrg(f) 6 dim(F).

Solution exercice 10.10

1. kef (f ) est un sev deE (voir chapitre 6), qui est de dimension nie. Donc, d'apes le theo eme 8.15, il existe G
suppementaire de ker(f ) dans E. Remarquons qu'en particulier, G est de dimension nie.

Montrons que est un isomorphisme, c'esta dire est une application lireaire injective et surjective.

¥ ? est une application lireaire comme restriction'® de l'application lireaire f.

? Rappelons que est injective, ker( ) = f0g (voir chapitre 6).
Soit x 2 ker( ). Alors (x)=0i.e. f(x)=0.
Donc :x 2 ker(f). Or x 2 ker( ) G. Doncx 2 ker(f)\ G = f0g (ker(f ) et Getant suppementaires).
Ceci valant pour tout x 2 ker( ), on en ceduit que ker( ) f Og et donc queker( )= fOg.
est donc bel et bien injective.

? Rappelons que est surjective, Im( )= Im(f) (voir chapitre 6).
Onsaitquelm( ) Im(f) par ct nition de

Soity 2 Im (f ). Il existe donc x 2 E tel quey = f (x).

Or: E = ker(f) + G. Il existe donc (u;Vv) 2 (ker(f)) Gtelquex=u+v.
Donc:y=f(u+ v)= f(u)+ f(v) par lirearie de f.

Or u 2 ker(f) donc f (u) =0.

Donc:y=f(v)2Im( )carv?2G.

Ceci valant pour tout y 2 Im (f ), on en ceduit que Im(f) Im( ).

Par suite, Im(f)= Im( ) : est donc bien surjective.

? On en conclut que est bien un isomorphisme.

2. On sait que G est de dimension nie d'apes la question peedente.
D'apes le treoeme 8.14, on en ceduit que dim(G) =Ldim(|m (f)) = rg(f).
Or: dim(E) = dim(ker(f)) + dim(G) car E = kerf ~ G.

D'as: dim(E) = dim(ker(f)) + rg(f).

Solution exercice 10.11
D est une application lireaire (par lirearie de la cerivation).
Ici, E = R,[X] a pour dimension nie n + 1.
~ D'apes la formule du rang, dim(E) = rg(D) + dim(ker(D)).
Soit P 2 ker(D). Alors P°=0. P est donc un polyndbme constant.
On en ceduit que ker(D) = Ry[X] i.e. dim(ker(D)) = 1.
Da: n+1=rg(D)+1, rg(D)=n.
Remarquons de plus qudm (D) est trivialement un sev deR, 1[X].
¥ D'apes le treoeme 8.13, on en conclut que Imp = Ry 1[X].

Solution exercice 10.12
Supposonsf injective. Alors dim (ker(f)) = 0 puisque ker(f) = f0g.
¥ Donc, d'apes le treoeme du rang, 0+ rg(f) = dim(E) i.e. rg(f ) = dim(F).
CommeIm (f ) est un sev deF, on en ceduit que F = Im (f).
Donc f est surjective (et doncf bijective).
Supposonsf surjective. De méme, on arriveadim (ker(f )) = 0 et donc f injective (et donc f bijective).

11.10.2 Partie exercices

Solution exercice 10.13

15. C'esta dire comme application & nie sur une partie (i ci G) de I'ensemble de ¢ nition (ici E) de f.



11.10. ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINIE 99

f:R! R?x 7! (x;0) estinjective mais n'est pas surjective.

Solution exercice 10.14

Soit (; ) 2 R? tels que pour tout eel x, f (x)+ g (x)=0.

Montrons par I'absurde que et sont tous les deux nuls.

Supposons donc qu'au moins l'un des deux soit dierent de 0.

f et g netant pas identiquement nulles ¢, le second est recessairement non nulegalemenft

On peut doncecrire que e = —X.

Or : e > 0 pour tout eel x, ce qui n'est pas le cas—x. On aboutit donca une contradiction.

Donc: et sontegauxa O.
La famille (f;g) est donc bien une famille libre.

Solution exercice 10.15

1.(a) E RS

¥ Soit (u;w) 2 E2et(; )2R?).

s existent ((Xu;Yu;Zu); (Xw:Yw;Zw)) 2 R®  R3 tels queu = (Xy;Yu;Zy) €t Xy + Yy + 2z, = 0 (de méme pour
w).
Montrons que u + w 2 E.
Or: u+w=(Xy+ Xw;Yut Yw,Zut Zw).
DONC:Xu+w *Yu+w *Zusw = Xut Xwt Yyt Ywt Zyt+ Zw= (Xat+Yutz)+ (XwtYwtzy)=
0+0=0:
Donc:u + w 2E.
Donc, d'apes le treoeme de caracerisation des sev, E est bien un sev deR 3.

(b) est une application lireaire de R® dansR (imnediat) et E est son noyau. C'est donc un sev d& °.
2. ((1;0; 1);(1; 1;0)) est une famille libre de cardinal 2 deE.

3. Si E etait de dimension 3, E serait de la méme dimension qudk 3. Comme c'en est un sev, on aurait alor€ = RS,
Y Or(l;1;1)2R%et (1;1;1) 2 E.
DoncE 6 RS.

Donc : dim(E) < 3.

Or, comme E possde une famille libre de cardinal 2, alordim(E) > 2.
¥ La dimensionetant un entier, on en ceduit que dim(E) = 2.

On reconnat dansE lequation caresienne d'un plan de I'espace vectoriel R3. Or les plans sont de dimension 2.
¥ On pouvait donc anticiper ce esultat.

4. D'apes le treoeme du rang, dim(R3) = dim(ker( )+ rg( ), 3=dm(E)+rg( ), 3=2+rg( ), rg( )=1.
L'ensemble des points appartenanta l'image par l'application est un ensemble de dimension 1, i.e. est une droite.

Solution exercice 10.16

On saitqueF\ G 6 ; puisque Gys =(0;0;0)2 F\ G:

Or l'intersection de deux plans dans l'espace est soit vide soit au moinsng droite.
F \ G ne peut donc &tre eduita O gs et est au moins de dimension 1.

Solution exercice 10.17
Indication : il faut utiliser la formule de Grassman. Essayez donc!

Supposons qué= \ G =0gs.

Alors, d'apes la formule de Grassman,

dim(F + G) = dim(F)+ dim(G) dim(F\ G)=3+3 0=6>dim (R®).
Or: F + G est un sev deR®. On aboutit donca une contradiction.
Donc:F\ G 60gs.

Solution exercice 10.18

1. D'apes la formule de Grassman,dim(Im (f )+ Im(g)) 6 dim(Im (f)+ dim(Im(g)) = rg(f )+ rg(g).
¥ Il restea montrer que rg(f + g) = dim(Im(f + g)) 6 dim(Im (f)+ Im(Q)).
v Soity 2 Im(f + g). Il existe x 2 E tel que (f + g)(x) = yi.e.f(X)+ g(X)=y.
Doncy 2 Im(f)+ Im(Q).
Ceci valant pour tout y 2 Im (f + @), on en ceduit que Im(f + g) Im(f)+ Im(g).
Par suite, rg(f + g) 6 dim(Im (f) + Im(g)).
On en conclut querg(f + g) 6 rg(f )+ rg(g).

2. On suppose de plus qué + g est bijective. Doncrg(f + g) = dim(E).
¥ On sait donc que, avec la question 1, qudim (E) 6 rg(f )+ rg(g). Il reste donca montrer que rg(f )+ rg(g) 6 dim(E).
¥ Or, on sait que pour tout x 2 E, g(f (x)) =0g.
Donc :Im¢  ker(Q).

16. Dit autrement, ce ne sont pas les fonctions constantese galesa 0.
17. Supposons en eet que 6 0. Alors x + e* =0 pour tout eel x.Si =0, alors x =0 pour tout eel x et donc x =0 (puisque 6 0),
ce qui est absurde.
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Donc : rg(f) 6 dim(ker(g)).

D'apes le treoeme du rang, dim(ker(g)) = dim(E) rg(g).
On aainsirg(f) 6 dm(E) rg(g), rg(f)+ rg(g) 6 dim(E).
On en conclut querg(f) + rg(g) = dim(E).

Solution exercice 10.19

1

3.

. Remarquons queG est un plan (on en reconnaY lequation caresienne) donc est ce dimension 2. Il sut donc de

trouver deuxeements de G qui soient libres, c'esta dire nalement deux vecteurs deG non colireaires.
B=(u=(1;0; 1);w=(2; 1;0)) estainsi une base deG.

. Remarquons cea que le cardinal de la famille consiceee estegala n + 1, soit la dimension de R 41 [X]. Il reste donc
a prouver que cette famille est libre.
X
Soit ( 0;:::; n) 2 R tels que PR (X) =0.
k=0

X .
Notons P(X) = a; X', aveca, 6 0 (le polynébmeetant de dege n).
i=0

X
Alors : 0 = POX)=a, oX"+ Q(X) ar Q estun polyndbme de degen 1.
k=0

Donc :a, o =0 soit ¢ =0 (puisque a, 6 0).
X X 1
Donc : 0 = POX) = ka1 POHD
k=1 k=0
En ierant 1% le processus peedent (chaque polynomeP () est de degen k exactement), on montre que pour tout
k2[1;n]; «x=0.
On en ceduit que la famille (P®)),,(0.n; est libre et donc constitue une base d&,[X].

Soitu=(x;y;z) 2 ger(H). 8
v < y+z = 0 <x =0
Alors H(u)=0, . x+y+z = 0 , y = z= t a lonpose z=t comme paranetre.
' x =0 Tz = 0t

On reconnat la repesentation paranetrique d'une droite de vecteur directeur (0; 1; 1), qui est donc une base
de ker(H).
Par ailleurs, on en ceduit que dim (ker(H)) = 1.
D'apes le treoeme du rang, on en deduit que rg(H) = 2.

¥ Ora=(1+1;0+1+1;0)=(2;2;0) 2 Im(H) (d'aneedent u=(0;1;1))etb=(1+0;1+1+0;1)=(1;2;1)2 Im(H)
(d'aneedent ( w = (1;1;0)).
Comme a et b sont libres?®, (a;b) est une baseé de Im (H).

Solution exercice 10.20

1.

En multipliant un polynéme par un coe cient, tous ses termes sont multiples par son coe cient. On en deduit assez
aiement que est e ectivement lireaire.

2. Soit Q 2 ker().
Alors Q(ag) = :::= Q(an) =0.
Donc : Q admet au moinsn + 1 racines.
Or Q est de degen.
Q est donc le polynéme nul.
Par suite, ker() =0 ¢, [xj et donc est injective.

3. Comme on est dans des espaces vectoriels de dimension nie, eggalement bijective.
Comme (o;:::;by) 2 K" il existe (car surjective) un unique (car injective) P 2 K,[X]tel que ( P) =
(bp;:::;1y). D'au la conclusion.

18. Rappelons qu'il s'agit méme de la base canonique, voir ¢ hapitre 8.
19. En toute rigueur, la cemonstration devrait étre mere e par ecurrence - cetteetape correspondanta I'reed ie.
20. car non colireaires

. comme famille libre ayant un cardinalegala la dimensi  on de Im (H).



Chapitre 12

Notations usuelles et perequis

12.1 Notations usuelles

Ci-apes la synthese de notations usuelles employees en matieatiques et pesentes dans cet ouvrage.

N : proprea ce document, signale un exercice (un peu) plus di cile qukes autres.

N : ensemble des entiers naturels (entiers positifs ou nul). A noter gwous l'avez cep vu sous
la forme N. On note avec la double barrea lecrit pour symboliser la mise en gsatypographique. De
méme pour les autres ensembles de nombres.

N? : ensemble desekments non nuls d&l. Se gereralise aux autres ensembles. A noter que
la notation vient des anneaux. En e et, siA est un anneau, on noteA? I'ensemble des ekments
inversibles deA, c'esta dire 'ensemble desekments deA pour lesquels on peut trouver un inverse.
Or 0 est le seul eel qui n'admette pas d'inverse : d'aJ la notation.

Z : ensemble des entiers relatifs (entiers regatifs, positifs ou nul).

Q : ensemble des nombres rationnels (hombre secrivant comme ¢jeat d'entigrs).

R : ensemble des nombres eels (eunion d@ et des nombres irrationnels, tels 2, ou encore
e)

C : ensemble des nombres complexes. C'est I'ensemble des nombesur lesquels il existe un
couple (@;b) de eels tels quez = a+ ib, au i est & ni comme le nombre imaginaire tel qué? = 1.

Re(z) et Im(z) : pour un complexez dont la forme algebrique estz = a+ ib, Re(z) = a2 R
est la partie eelle dez et Im(z) = b2 R est la partie imaginaire dez. Un eel est donc un nombre
pour lequel la partie imaginaire est nul. De mé&éme, un imaginaire pu esh unombre complexe pour
lequel la partie eelle est nulle.

R?: R R. Ditautrement, X 2 R?, 9 (x;y) 2 R? : X = (x;y). Adaptable aux autres
ensembles de nombres, t&" ou Z3.

8 : Pour tout

9 : Il existe

P) Q:Pimpliqgue Q (si P est vrai alorsQ l'est aussi).

P, Q:P etQ sontequivalents.

2 : appartienta (utili’e quand on veut parler d'uneement, comm e un point, par rapporta un
ensemble, comme une droite)

. est inclus dans (utili quand on veut parler d'un ensemble, commee droite, par rapport
a un autre ensemble, comme un plan).

f:R! R;x7!f(x):celasignie que la fonctionf est e nie de I'ensemble des eelR dans

R, et que pour tout eel x, I'image dex vaut f (x). Cela corresponda la notation suivante :

§f:R!R

x 7V f(x)

g f :x 7! g(f (x)), sous la condition que les images pdr soient comprises dans lI'ensemble de
¢k nition de g.

vect(A) : le sous-espace vectoriel engende par A,a savoir l'intersech des sev dd& contenant
A.

L (E;F) : ensemble des applications lireaires dé dansF.

f(A):fy2F;9%2A:f(x)=yg(pourf :E! F avecA E).

f Y(B):fx2E;9y2B :f(xX)=yg(pourf :E! F avecB F).

101
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A+B:fx2E:9(ah2A B:x=a+bg,avecA EetB E.
K[X] : ensemble des polynbmesa coe cients dank a une incetermiree ( X).

a X ¥ : somme pourk allant de 0 jusqua n desa, X ¥ .

k=0
Peutegalement secrire : aoX ° + a1 Xt + i+ a, X" ecriture moins juste dans le sens an n'est pas
forement superieura 1 et pourrait valoir 0). A adapter suivant le contexte.

YS

(X &) ' :produit pour i allant de 1 jusqua sdes X &) '.

i=1
Peutegalement secrire : (X &)t (X a) ? (X as) ® (haussi, il s'agit d'uneecriture
moins juste). A adapter suivant le contexte.

k! : se lit "k factoriel" ou "la factorielle de k". Pour k 2 N?, C'est le produit de tous les entiers
naturels non nuls inkrieurs ouegauxak. Par exemple, 4! =4 3 2 1 = 24. Par convention,
o'=1.

card(A) : cardinal d'un ensemble discreA. C'est le nombre dekments constituant I'ensemble
A. Par exemple, siA = f1;3;1%, card(A) = 3.

En bonus, quelques abeviations usuelles :

"IPP" : inegrations par parties (chapitre 4).

"sev" : sous-espace vectoriel (chapitre 5). D'ailleurs, "ev" signé espace vectoriel.

"i.e.” : signie "id est", locution latine signiant "c'esta dire". A noter qu'il s'agit d'une
abeviation standard, au méme titre que "etc".

12.2 Perequis

Concernant les pe requis, j'ai essaye que ceux-cCi soient ®its au minimum. Neanmoins, des notions
du programme de TS interviennent fatalement. En esune :

Aucun pe requis pour le chapitre "Quelques eements de logige”. Il est traitable en lereS sauf
I'exercice sur les complexes et la question utilisant le treoeme de Beut).

. Peu ou prou pas de pe requis recessaire pour le chapitre "8titure algebrique”.

Peu de pe requis pour le chapitre sur les fonctions usuelles maigdt petrable d'avoir une solide
icee de la cerivation. Avoir cep fait le chapitre exponentielle facilite les raisonnements.

Il faut avoir traie inegralement (si j'ose dire) les chapitres sur les inegrales et les primitives pour
petendre s'attaquer au chapitre "quelques calculs d'inegralestypiques”.

Il faut avoir vu la fonction exponentielle pour traiter les 'equatons dierentielles d'ordre 1". La
esolution dequation de dege 2a discriminant regatif este galement un imperatif pour la partie sur
lesequations dierentielles d'ordre 2.

Peu ou prou pas de pe requis pour le chapitre "Espace vectdfi¢mais je m'appuie sur des notions
intuitives de geonretrie dans I'espace). Attention, la di cule et I'a bstraction augmente frieusement
avec ce chapitre.

Le chapitre "Polyndme" ne peut étre correctement abordsans avoir vuC et notamment les esolutions
desequations de dege 2 dan€.

Le chapitre "Espace vectoriel” est un pe requis au chapitre "Epace vectoriel en dimension nie".
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